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Introduction

Ecoulements compressibles . Ecoulements dilatables

acoustique

Ecole de Printemps MFN 2015 2




Ecoulements compressibles : effets de compressibilité

Interaction choc/couche limite (laminaire)
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Figure 1 : Visualisation schématique de I'interaction choc-couche limite
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Re=100 000 Mach=2,15 angle choc incident=35°

Masse volumique (schéma OSMP7)

Ecole de Printemps MFN 2015



Ecoulements compressibles : effets de compressibilité

Interaction choc réfléchi/couche limite dans un tube a choc
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Visualisation de divv + rot v
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Ecoulements compressibles : effets de compressibilité

Champ acoustique généré par un écoulemenl_\
tourbillonnaire quasi-incompressible

Tourbillons co-rotatifs
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Pression fluctuante
Ecole de Printemps MFN 2015 7



Ecoulements compressibles : effets de compressibilité

Grandes variations de tempeérature dans un écoulement (> 30 K),
compression en volume écoulement a masse volumique variable

Ici les vitesse sont petites devant la vitesse &
du son. On ne s’intéresse pas a I'acoustique.
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Combustion forts constrastes de masse volumique.
La combustion produit plus de 85% de I'énergie aujourd’hui...
Moteurs aéronautiques : turbines a gaz.

Turbine
(RANS)

Combustor
Compressor (LES)
(RANS)

Copyright Schliiter et al - Stanford CTR
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Visualisation of vortices using the Q criterion in
PRECCINSTA (Dr Moureau, CORIA

DLR PRECCINSTA BURNER, Experiments: W. Meier et al., Combust. Flame, 150(1/2):2-26, 2007
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e Ecoulements compressibles : caractérisés partdasomenes de transport,
convectif et ondes

* Vitesse du fluide , vitesse du sexnnombre de Mach M
* M 01 : ondes de compression et détentes, ondes de choc

« M - O: faible Mach. Lamplitude des ondesO : ondes acoustiques.
Séparation d’échelles convection-acoustique.

e Limite M - 0 singuliere. Vitesse des ondes infinie. Ecouler
Incompressible V-v = 0

 Changement de nature des equations (pressigpgriolique - elliptique

» Impossible d’utiliser un code compressible expdi@our calculer un
écoulement incompressible.
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« Compressible a faible Mach : contrainte de stabdévere sur le pas de temps
due a I'acoustiques inefficacité. Eventuels problemes de précision.

 Faible Mach : préférable d’utiliser un modele @cbustique est supprimée

» Ecoulements faible Mach tres courants dans lare&iula technologie :
circulation atmosphérique et océanique, combugtimteurs), transfert de
chaleur.

* Modeles basés sur analyse asymptotique.

e Tentatives de modele: all Mack ».

Ecole de Printemps MFN 2015 12



Objectifs du cours

e Donner une vue rapide d’ensemble de la modélisaicimulation
numérique des écoulements pour tout nombre de gogroche differences
finies).

» Analyse des effets de compressibilité dans le heoctempressible

* Analyse asymptotique pour le développement de teddéle Mach
e Focus sur les problématigues numériques suivant M

* Un mot sur les méthodes « all Mach ».

» Eléments d’application en diphasique.
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|. Modelisation des écoulements compressibjes

|.1. Equations de Navier-Stokes pour le compressb
analyse a bas Mach
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Conservation de la masse, de la guantitée de mouvement
et de I'énergie totaleéquations de Navier-Stokes

|'r E‘jP
g + V- (pv) — 0
) %+V'(F‘r"$§'ﬁ-')+?p = V- (7)
OpE _
-5 TV (pEv+py) = V- (kVT)+V - (7v)
fluide parfait effets visqueux +

conduction chaleur
+ |loi d’etat gaz parfait :
p=(y—1)pe ou p=rpT
CIO

ars

r=c,-gc,
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Vitesse du son

Thermodynamique : dp = c*dp + (v — 1)pTdS

= Vitesse du son : c? = dp/dp|g

Soit pour un gaz parfe: ¢ = (yp/p)
Nombre de mach: M = |T|

Ecole de Printemps MFN 2015
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Ondes

Caracterisent les ecoulements compressibles

3 grands types d’'ondes . ondes simples, ondes de choc,
discontinuités de contact

Ondes simplescompressions ou détentes, continues et
Isentropique:

Ondes de chorondes de compressions discontinues,
toutes les variables subissent un saut. Ont leur vitesse
propre.

Discontinuités de contacsurfaces de discontinuité
matérielle, vitesse de I'écoulement.
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Exemple du tube a choc :

membrane

détente t4 d.c..

v



Fluide parfait equations d’Euler 1[forme conservative)

ow N of (w) _
ot OX

p ou
w=| ou |, f(w)=| ou*+p
PE PEU+ pU)

+ loi d’état : gaz parfait P = (y —1),06
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Forme non conservative (écoulements reguliers)

ow

+ A(W) —
o A )
A matrice jacobienne, A(w) = df (W)

aw
- ) | ) -

a4 1 s

Awy=o,=| T B-u -1

O -Hu H-(-1w oy

H enthalpie totale H = E+ p/ o

Ce systéme estyperboliqueie la matrice A(W)

a toutes ses valeurs propres réelles et est diksglrla



Valeurs propres dA :

C vitesse du son:

Vecteurs propres d& : a droite

MA=u-c A2 =u Ll =u+c

p
o |8

dp

= =

P

(v — D(H — v*/2)

1
£ H—I—E
2

-H—I_m-
[ ou?

1 -
L]y
i 1




Diagonalisation : A=RAR

Ow dw
B L AR T =0
d dx
aUu _ p—18uw ou _ p-13uw
BF R Ot dr R o

Ecole de Printemps MFN 2015
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Soit :

I. _ _
-d{‘j :[}511rﬁ:}u3

Cdt dt

! (dp — pedu)
c2dp — dp
2(dp + pedu)

dU = R~ 'dw =

Y

Ecole de Printemps MFN 2015
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Ecoulements reguliers, sans chocs forts

Courbes caractéristiques :

(‘fp T pt_‘:du, =0 le long de: o Vg 5
Ondes de compression ou det
Trajectoires :
. 5 e dr __ |
dp — dp le long de: = = U

Isentropie
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Ecoulements isentropiquésuivant état initial)

dp = c? dp partout

de facon equivalente p/p’ = cte = py/ PJ

Gaz parfaits 1 = —%p

L’équation d’énergie se confond avec I'’équation de continuité

JdT aT du
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A travers les ondes de compression ou de détente :

dp=c’dp et dp = pedu ou dp = —pedu
_ly

C
Ordre de grandeur des variations si M petit

Nombre de Mach :M

b _do_ o,

pe P C
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Systeme isentropique :

N

fa_p+

ot

op

ua’o

{
0X

1, omu

-

00 N opou -0

< ot 02x

_ Ot oxX  OX
Décomposition convection-effets de compressibilité :
M =0

ax 0 6 10
ou odp| 0 _ou, ou 10p_
oxX OX ot ax 0 ox

| ot

10)4

convection compressibilité
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Etude a faible Mach M <<1 dt O dx/c
Echelle temporelle liee a la vitesse des ondes :

(o, w1
pc Ot cpdr cOx
OM) O(M?*) OM)
Tou, Lou 10p _
c? Ot i c? u(");r—l_ pc? 0r
O(M) O(M?*) O(M)
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Cas multidimensionnel (Euler)

ow Ofi(w)  dfs(w) Ofs(w)
ot dr dy 0z
= 3 matrices jacobiennesA, A,, A,
Variables caracteristiqu
( dp duy \ dp dus
9 g ( 7 g \
) c*dp — dp { c2dp — dp
d;r_.'rl — ; I dug ﬂrE’Tg = ? P d'ltl d[’rg —
p dus p duy
dp dy dp dus
2 Ty ) \ 3 g )
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Sous forme non conservative :

%—’f+v p+podv=0
4 @+v v+£Dp:O
ot Jo,
oT

—+VvIOT +(y-PTUL =0

Isentropique : I'equation d’énergie disparait



-

Sous-systeme acoustique : op
— +pc’0¥=0
dr Odx/c J 0 A
V
+—[p=0
or p
Intégration a I'échelle du temps t sigt = %JT
¢ = t-+ot
p(t +ot) —p(t) 1 / >
= : = p - vdT =
< 5 + 5 | _,.r;rr_ V - ve
4 o e {+0i
v(t +8t) — v(t) i/ VU pdr =
{ ot gt P
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Comme L [ g(rygr — f(t+ 8) 4 O(6t2)

On obtient une approximation a I'ordre 2 en temps du méme
sous-systeme, mais avec cette dt ~ dx/|v|

-

@+pc2DEV:O
1% 1

Yy [p=0
Lot p

Cecli implique que@ etlp ne sont plus du méme ordre

ot
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-

%+p¢25@:0 — [fpmﬁ;::g
)
ot p

La pression s’est decomposée en :
p(x,t) = po(t) + pa(x,t)
po(t)  pression thermodynamique, d'orc p{:g
po(x,t) pression dynamique, d’'ord M?p,

Les ondes acoustiques, d’ordre M, sont effacees
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Si p,=cte alorsoniV.v = Q(M?)

et I'’equation QDM donne une equation de Poisson pour la
pression :

9
V- -Vp= —pga? -V
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1.2. Un exemple d’écoulement simple

Cavité 1D fermeée remplie d’air + piston

Por Bo

NN NN NN

< —
N

rp(t) = (1 — coswt)
w =27 /T la pulsation T la période

Modele : equations d’Euler 1D.
Traitement numeérigue par méthode de frontieres immergées (IBC).
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Nombre de Mach basé sur vitesse max du piston

T

0.02

0.1

0.8

M

0.63

0.13

0.06

0.016

On passe d’'un eécoulement supersonigue avec chocs et
detentes de forte intensité a un écoulement faible Mach, dans
lequel se propagent des ondes acoustiques de faible intensité

Solution limite M - 0: écoulement isentropique et

,f ) — 1 1
Pelt) = 3P0 5 cos wi
\ o lo—1x
U, = Ip(f}l
k FD — :UP
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Diagrammes (X,t) iso-u et iso-mas

T=0.01

T=0.02

T=0.05

se volumique
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La solution numérique tend Ve ( p,. 1, quidhd- 0
La différence est e M~

Pas de temps utilisé dans les simulations limité par une
condition de stabilité explicite :

X _ X M

Ad< =
u+c |u 1+M

Donc & - 0s M -0

La simulation devient tres inefficace. La condition de stabilité
naturelle dans ce cas serait une condition convective :

q<X
u
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|.3. Analyse asymptotique et modele pour le
écoulements a faible Mach

Motivation pour le développement d’'un modele spécifiguement
adapté aux écoulements a faible Mach : enlever I'acoustique, qui
reste toujours présente dans le modele compressible.

On prend en compte I'effet global de I'acoustique, mais on

résout plus= on s’affranchit de la condition de stabilité basée

sur la vitesse du son. Seule reste la condition sur la convection (et
éventuellement sur la partie visqueuse).

Etablissement du modele basé sud@seloppements
asymptotiques en Mach
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Premiere étape: adimensionnemeraes equations.

Grandeurs de référence :

Xf’pr’ur"ur’kr 1:r:Xr/ur er:pr/pr Tr:pr/(rlor)
u HU.C
Cr:\/Wr/pr M :ur/Cr Re:pr da Pr= F P
H, K,
g ”],'] . v |I’ o U
g |
i.-_ijr':"n.-' | Z
+V-(pv@v)+ 7p 7. (F)
5 V-(pv@v) Hr_‘_”!'f]:. Rt:T (T)
Opk ~ - 1 oM
V- (pEvV + pv) | V - (kVT) V- (Fv
T = = pLiv +pv) (v —1)RePr { ) + P (7v)

Loi d'état p=(y-1)pe= 0T

. 1
Energie totale E=e+ )M ZEMZ

Ecole de Printemps MFN 2015
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Développement en seride puissances de M :

plxt. M) =pylxt. M)+ Mpy(x.t. M)+ _-"lfjjz-_r{}.:.i"._-"lf_} + O(M?)

On reporte dans le systemeequations aux differents ordres
Equation de conservation denfasse

¢ @ﬂﬂ
E— - ¥ — G
1

§ —— - (pv = 0
9P (v _

o +V - (pv)2 0

(pv)1 = povi+p1vo

(pV)2 = pova+p1vi+ pavo
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EquationQDM :

.- Vo

4 Vpi

dpavo
| Ot

_ 1
+ V- (pove ® vo) + —Vp2

Equation dénergit:

@;JUEQ £

- ' E = d

5 TV (pkovoe +povo) (~ _1)RePr
d(pE); | B v

ot TV WEvVEIVL = o epr

d(pE), 9

5+ V- (pEV +pv)s =

Ecole de Printemps MFN 2015
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QDM = Po = polt)
1= p1lt)

On ne gagne pas d’information des termes d’ordre 1 du
développement (combine (ordre 0)+M (ordre 1) )

Donc on peut aussi bien partir du développement :
p(x.t, M) = po(x,t,M) + M?po(x,t, M) + O(M*>)

Equation d’état a I'ordre O :
jf_]lij{tj — fJﬂ{K,f;I'Tﬂl:}{j}

ou en énergie totale pyg = (v — 1)poLo
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En utihsant cette équation d’état, I'équation d'énergie a 'ordre 0 devient :

[pr AI:
e SR QUSSR
TR L L T

V - (kVTh)
contrainte sur le champ de vitesse

Ou, en utilisant la continuité a I'ordre O :

b Ty _ dpg v _ |
*'}-'—1'”'3( o +vg - V1) 7 ('}'—1}35Pﬁv (kVTh)

équation d’eévolution pour la température
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Systeme limite pour les écoulements faible Mach

. C?p
gf +V-(pv)=0 1
opv oy 1o =
| Bt e 1= 70
L . N = b (kVT
X ’;r"—lp{ ot SN dt [:’f—l}REP'}"? (EVT)
loi d’état Bu(t) = plx )T (x;t)
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Remarques :

-On a maintenant 2 pressions, d’ordres de grandeur tres
différents.

-Pression thermodynamique qui intervient dans la loi d’état
mais pas dans I'equation QDM, donc pas de mécanisme de
propagation d’ondes.

-Pression dynamique qui n’est pas reliée a la masse
volumique, et devient un parametre permettant de satisfaire
la contrainte sur le champ de vite:

-Le cas strictement incompressible est un cas particulier .
-La nature mathématique du systeme a change : en fluide
parfait on passe d’'un systeme hyperbolique a un systeme
mixte hyperbolique-elliptique (pas d’équation d’évolution
pour la pression dynamique).
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Equation pour la pressioPo  , uniforme :
iIntégration de I'’équation d’énergie sur le domaine

-

1F
ol dV + ~vFy / v -ndA =
dt Jyv av

EVT -ndA
RePr L v o

Si le domaine est ouvert la pression
la pression ambiante, constante.

Ecole de Printemps MFN 2015
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Il. Méthodes numériques.

11.1. Methodes numeériques pour le compressible

Difficultés centrales en fortement compressible :

- Conservativitgour le calcul des ondes de choc

- Capacité a réesoudre Idiscontinuité de maniere no
oscillante

- Coexistence de discontinuites et de petites structures
regulieres

Les termes diffusifs des équations NS ne posent pas de
probleme particulier (discrétisation par des formules centrées
standard) : on ne s’intéresse ici qu'aux équations d’Euler
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Cas 1D

Discrétisation
Grille uniforme {.’L'j }j=1,...J r = Tjr1 — @,
Pas detemps §t = ¢nt+l _ n

W3 solution numérique er(Xj ")



Conservation

Ondes de choc : leslations de sayfRankine Hugoniot)
doivent étre vérifiees a travers le choc.
Euler 1D :

W | W

f(w,) = f(w)=sw-w)

Yo

I"'
Prit, — prug = S(pr — )

p},uf + p, — p;uf — p; = s(pru, — pruy)

e

prEcu, + pr, — prEyu — ppuy = s(pp by — prEg)
%

Ecole de Printemps MFN 2015
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Seule forme des équations adequate pour la prise en compte
automatigue des chocforme conservativde sous forme
de divergence. En 1D :

ow N of (w) 0
ot 0X

De plus la methode numerigue doit aussi étre conservative, ie
s’ecrire sous la forme

]

Wit =W = (F L, = F )

Fioo =FW™,,...W,) flux numérique

Le flux numérique peut aussi dépendre de valelinsséant n+1 (schema
implicite)
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Théoreme fondamental :

THEOREME (LAX ET WENDROFF): Soit une suite de grilles | = 1,2,... associées a des
pas d’espace et de temps 6x;,6t; — 0 sil — oo. Soit Wi(x,t) la solution numérique cal-
culée en utilisant une méthode consistante et conservative sur la grille l. Supposons que
W, converge vers une fonction w gquand | — oo, dans un sens g préciser. Alors w(z,t) est

une solution faible de la loi de conservation.

Une solution faible est une solution au sens classigue si €
reguliere, et qui satisfait les relations de saut a travers le
discontinuités.

La méthode est consistante §(U,...U)=f(U)

Le calcul de chocs corrects (vitesse, saut des grandeurs) est donc
assure par I'emploi d'une méthode conservative
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Schémas conservatifs pour Euler 1D : schémas de base
- Ordre 1 : schéma de Roe (décentre)
- Ordre 2 : schéma de Lax-Wendroff (centré)

Schéma de Roe

Le décentrement est fait relativement a I'orientation des
courbes caracteristiques : décentrement suivant le signe des

valeurs propres de la matrice jacobie
a—W+A(W)a—W:O A(W):d—f:A+(w)+A‘(w)
X dw

Pour Euler 1D : A =(u-c,u,u+c)

Donc le décentrement dépend du sens de I'écoulement
et du régime, supersonigue ou subsonique
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Dans le cas ol\=cte, schéma décentré d’'ordre 1 :

n+ n A + n n a n n
W, 1 =W, _&A (Wj _Wj—l)_&A (Wj+1 -W, )
A* = RA'R™ N = diag(A*) A :%(/h £|4)

Probleme dans le cas non linéaire : extension possible

an+1 :\/an _% AJ+ (an _an_l)_% AJ_ (Wn _an) A;—’ = A* (\Njn)

J+1

Schéma non conservatif (pas de flux numérique possible)
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ldée (Roe 1981) : decomposer plutbt un flux

O0f,,=0 f,+0f, notations Of =1

en introduisant la notion de matrice moyenne A tq:
of=AoW

alors , si A est diagonalisable on peut définir A"et A et:

Oft=AOW O0f = A OW

Le décentrement s’écrit alors sous forme de différences de
flux (schéma « Flux Difference Splitting », FDS)
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Si maintenant on écrit le schéma :

. a ~ A ~_
an 1 — WT —& AJ 1/25WT1/2 d( AJ +1/25WJ+1/2
. a ad o
. N L n+l _ n__
Equivalent & : W™ =W &&J 1o d(éfﬁl,z

Ce schéma est conservatif, flux numérique :
Frog = £ £ = 2 (£ 0 )+ T (0 = £ )4 2 (g0 -
j+1/2 — 1 j+1 2 j+1 2 ' j 2 j+1
n
Z(fl"‘l
Reste a construire la matrice moyenne /&
Apriori Ay, dépend de QN.”,W”
J

j+l

n
‘Aj +1/2‘d/v] +1/2

) (schéma a 3 points)

fo

j+1

)
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Conditions que doit vérifier la matrice moyenne

1) 01, = AL0WiLy,

2) 'Aiﬂ/z(wj W, ) = A

3) Ay, diagonalisable dans R

Dans le cas linéaire, A, = A
Dans le cas des equations d’Euler, Roe (1981) a montré que la matrice
moyenne peut étre la matrice jacobienne d’un certain état moyen an+1/2 ;

'Z" W2 = ’&(\Njn’wjrll) = A(Vvirll/ 2)

]



Létat moyen V'\‘,jn+ ., €stdefinipar: pn = p"p"

itoH

P _PHIHPLHY,

\/107? + 10:11 J+1/2 \/IO n \/IO

0] 1
1- -
- Ui (3_ y)uj+l/2

~

y_1~2 -~ —~
uj+1/2 _Hj+1/2 uj+1/2 Hj+1/2 (y l) J+1/2

Ecole de Printemps MFN 2015
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Schéma de Lax-Wendroff

Construction du schéma a partir d’'un développement de Taylor en

temps tronqué a l'ordre 2 :
2

W(Xj t+8)= W(Xj )+ dw (Xj ’t)+&7wu (Xj 1)

W vérifie le systeme exact w,+f =0
w, = -1,

Wi =~ fxt -~ ftx = _(AWt )x = (Afx)x = (Azwx)x

Remplacer les d° temporelles par d° spatiales, + discrétisation
centrée en espace => ordre 2 en temps et espace

Ecole de Printemps MFN 2015
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wrt == & 8 (a0, w)- A

B AUs )+ 20K

Flux numerique :

Fiie = ;(f + f ) %Aﬁllz (\erll _an)

On peutprend! A, == (awf )+ Al

ou Az = Az (Mmoyenne de Roe)
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Ces 2 schémas ne different que par leur partie dissipative :

Fie = ;(f]'l1 \A,ﬂ,z\d/v;ll,z
Fj://\/z = % (fjn + fjrll)_% AJ-2+1/2 (\erll —Wn)

o J/
v

schema centré  (jssipation

lls sont stables tous les 2 sous condition CFL :

a < K = ld( \
~ maxA, ma><ﬂuj‘+cj)

Ecole de Printemps MFN 2015
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Traitement des discontinuités

Présence de discontinuités dans la solution numérique :
phénomene de Gibbs associé aux schémas d'»ai2lre

Probleme du tube a choc résolu avec un schéma d’ordre 2 (LW)
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Nécessité d'utiliser des schemas d’ordre éleveé pour résoudre
les petites structures d’'un écoulement.
Oscillations parasites au voisinage des discontingites

mangue de robustesse, « pollution » de la solution.
Comment eviter le développement d’oscillations parasites au

voisinage des discontinuités ?
Remarqgue : les schémas d’ordre 1 ne présentent pas cette
pathologie (erreur dissipative dominal

Probleme du tube a choc réesolu
avec un schéma d’'ordre 1 (Roe)

g
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Schémas a « capture de choc », d’ordre éleve, non oscillants

Approches possibles :

- Ajout d’une viscosité artificielle, non linéaire (MVon Neuman 1950)
- Schémas « TVD (Van Leer, Harten 70-80’s)
- Schémas ENO/WENO (Harten 87)

On présente ici la construction d’'un schéma TVD d’ordre 2.
Principe de base : reproduire la proprieté de la sol. exacte
d’étre a « Variation Totale Décroissante » dans le cas scalaire

ow , of (W) _
{ Ot 0X X, WHOR,t>0
| W(Xx,0) =w’(X)

S(t) opérateur solution : W(.,t) = S(t)w" t>0
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S(t) possede les propriétés suivantes :

e || estmonotone

W’ >wp.p. = S(t)w° > S(t)w’ p.p.

il estV.T.D.:
TV (S{HWP) < TV (WP)

avec TV(W°) = SUpZ‘WO(Xjﬂ) —VVO(XJ-)‘ A\ ens. subd. droite réelle
8



A I n+l — n
S opérateur discret W = SW )j
e || estmonotonesi :
\K/jn >an :>\K/jn+l >an+1 DJ

e il estV.T.D. si:

TVW™) <TV(W")
avec TV (W) = Z:’\/\/j+l —W,-‘

Schéma monotone> schema TVD= schéma preservant la monotonie



Quelgues résultats :

» un schéma monotone est précis au plus a I'ordcax)

e un schéma a 3 points TVD est précis au plus dréot

» dans le cas linéaire, un schéma linéaire et prasela monotonie est au

plus précis a I'ordre 1 (Godunov)

Donc un schema TVD est au moins a 5 points et ineaire

I A 1 —
Forme incrémentale Wjn+ _V\/jn — Cj—l(Van —an_l) +D, (Van+1 —an)

Théoreme (Harten)pour que le schéma incrémental soit TVD, il suftie
I'on ait Oj :

-

C, 20

/\

D, >0

C,+D; <1



Cas scalaire linéaire f(w) =aw

an+1 =W" _%(Fjﬂ/z — Fj _1,2)

J

Cas a>0
d n n —
Choix Ciu= &(Fjﬂlz - Fj—l/z)/(VVj _Wj—l), D, =0

Le schéma est TVD si :

A " " .
O< &(Fjﬂ/Z - Fj—l/z)/(VVj _Wj—l) <1 L]



Principe de construction des schéma TVD classidigedre 2 (limiteur de flux) :

Pz = Flu tA(FL, —FLL)

j+1/2 j+1/2 j+1/2

== (F 2 ) flux numérique d’un schéma d’ordre 1 (2)

j+1/2 j+1/2

¢; estlelimiteur de flux

n _ n
W o

)

¢ =¢(r) § N W

zones régulieres rj =1- d(% + 0(5(2)
ar
j

La methode de limiteur de flux est consistante deggiation d’advection si
le limiteur est borné, et précise a I'ordre 2 ggrsolutions regulieres et en
dehors des extrema si¢(]_) =1 @t aune dérivée a gauche et a droite

en r=1



Choix F1 = aW.n

j+1/2

= —aW”+

j+1/2

Vv=ad/ox CFL

Nn 1-v N n
F,T,x[; = aW +¢J a(V\/j+1 _Wj )

Conditions de Harten> :

a(WJ n~W')

Roe

Lax-Wendroff



Onimpose : ¢, (I’j) =0

Conditions TVD :

avec

Independant dev (limiteurs classiques) :

J/\

@Ar)=0 r<0
2
qﬂ(r)svr
2
A<=,

O<v<l

(stabilité)

(Ar)<2r
Ar)s<2

(extremum)



minmod= max@, min(, r))

v

superbee max(0, min(1,2r), min(2,r)) VanLeer=(r +|r[) /(1 +r)
\ . .2
20 5 T
21 L e
| i Van Leer
1 :
1 2 r



Généralisation cag [ ][]

l—|V|

Eﬂg% Fg+1/2 (Tj)|a'| ( i1 VVJH)
l ieh T
F+1/2 2( 1‘|‘f)__|V|( = W)
S 1
ri = o —n siag >0
i = 9 'rfr;_ n
rm = 3% I sia <0
L i1 — W

Extension au cas scalaire non linéaire directeasiiile méme principe



A ] ﬂ Comportement
des limiteurs

| L

¢ Lax Wendroff TVD+Minmod TVD+SuperBee TVD+Van Leer

i Upwind (ordre 1)

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
-1 0 1 2 3 ; 5 6 7 8 9

Clipping des extrema

)

] I

| Upwind (ordre 1) " Lax Wendroff TVD+Minmod TVD+SuperBee TVD+Van Leer

1 "‘"'. o o o o b bl
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
X




Extension aux systemes :

Probleme conceptuel : la solution exacte d'un molg hyperbolique non
linéaire n’est pas TVD (c’est une notion scalaire)

Extension « scalaire » sur les champs caractérigtiffliagonalisation locale
du flux numerique)

Fiio = Z f]+1/2rj+1/2

J+1/2 ( f J+1 ‘ +1/2‘(\er‘+1 _an) Lax-Wendroff
1 A ~

J+1/2 (fJ+1 ”) 26( J+1/2(fJ+1 ) Roe



_ _ 1 o
(REF™)a = (R + 5 (0| FADH ) 0
5\/1+1/2 — RJ+1/2 (\Njn+1 _an)

V variables caractéristiques
" Nk
(kb = 5\/1_k1/2 Al}ﬂ/z >0
qﬂr :qajk(rk) k=, J\/Jk+1/2
k- = 3 A2 <0
\ Nz |
. = Flan + T 50 (4]0 TS




- Extension en multiD : direction/direction, ou splitting
directionnel

- Autre approche par reconstruction locale de la solution
et limitation de pente

- Approche découplée espace-temps : limiter la
reconstruction, et assurer la proprieté TVD séparément
en temps (schema temporel TVD, ex. RK3)

- Extension aux scheémas d’ordre plus éleve dir
(pondération entre schéma d’ordre 1 et schéma d’ordre
guelconque)

- Relaxation de la limitation aux extrema : approche MP
= elimination efficace des oscillations parasites tout en
conservant la précision aux extrema.
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Exemple d’application (sans choc) :

Propagation d’'infrasons dans I'atmosphere

Schéma OSMP7, pressiqidx = 3mL11 points/longueur d’onde)

11111
11111
,,,,,,
.....
iiiiiii
HHHHHHH

Vitesse du son 161 '
croissant

altitude
e | .I

Signal sinusoidal de 1

pression imposé =2

A i

f=10 Hz K 1 : 3 3
¥ (km)
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Signal de pression au sol

Comparaison schema OSMP7 / ordre 2 TVD ou non

OSMP7 TVD/VanLeer Mac Cormack
100200 100200 (Ordre 2 nOn Ilmlte)

100200
100100
100100
100100
100000
10moo 100000 i -
o Y &5a00
e300 99500
99800 =
95300 99800 b
99700
95700
95700
P TS ST T T R R T T N SRR S MR AR IR IR IR [l —SONINENTIN AT T T NN N N N N T TN T A
0 i 2 3 i 0 1 2 3 4 0 1000 2000 3000 4000
& X
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Exemple d’application (avec choc)
Ecoulement supersonique au dessus d’une cavité
M_=15 CavitéL/D =15

Couche limite incidented =D /5
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Visualisation de divv + rot v
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11.2. Méethodes numeériques pour les ecoulements
contraints

Les écoulements contraints sont une généralisation des
écoulements incompressibles, de méme nature

mathématique.
Les composantes d’'une méthode numeérique pour les

écoulements incompressibles se retrouvent pol
écoulements faible Mach.
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11.2.1. Ecoulements incompressibles

Equations de NS pour I'incompressible : probleme
dynamique

Les problemes dynamique et thermique sont découplés
Si la viscosité est constante.
On ne considere que le probleme dynamique.
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Pas d’equation d’évolution pour la pression : role ~~
multiplicateur de Lagrange pour assurer la contr V - v = 0

La pression est solution d’un probleme elliptique : éetape
iInévitable de l'inversion de grands systemes.

Discretisation directe des équations et resolution couplée :
probleme d’algebre linéaire gigantesque

Nécessité de mettre en ceuvre une procedure de découplage
vitesse-pressionméethodes de projectiau de pas
fractionnaires (années 1960, Chorin, Temam, Kim et Moin
1985).
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Principe des méthodes de projection :

1) calcul d’'une valeur préevisionnelle de la vitesse, a
divergence non nulle

2) projection sur le sous-espace des vecteurs a div. nulle, a

travers la résolution d’'une équation elliptique (de Poisson)
pour la pression.
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Discrétisation spatialechoix de la localisation des inconnues
dans le maillage.

- Malllage collocatif: toutes les inconnues sont situeées au méme
endroit (comme en compressible).

Inconvénient : existence possible de modes parasites « en
damier » entre vitesse et pression pour discrétisation centrée.
Correction possible par ex. par perturbation de I'équation de
continuité (Rhie&Chow 1984).

Pas d’espace :

X, o
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- Malllage décalé solution naturelle et efficace au probleme
des modes parasites.

@ Points pour la pression i, :
> Points pour la composante horizontale de viteds& 1/ 2, |

/A Points pour la composante verticale de vitess¢ +1/ 2 o1



Schema centré d’ordre 2
Discrétisation centrée de I'équation de continuité

DUy = U2 ~ Uiy N Vi sz ~ Vi e

X <Y

Volume de contrdle : cellulig)

92



Cellules de contrdéle pour I'égquation QDM

QDM/x :i+1/2,]

®
A A
e =
R
e > o [ ®
A A
®

QDM/y :1,j+1/2
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en Xx.

Discrétisation dyradient de pressian

1 Div14i — DPi4 L’f‘p .
§+1;~3th =i = —|er195+ O(6z?)

ox Ox
Pij+1 — Pij @j}
Gij+lflﬁ_ ﬁy — B |z;—|—1;’2‘+0(5£" }

Termes convectifs

¢ 2 T

A o Uigpe i T Yiagg  (wv)irryeg41 — (W0)it1y2,5-1
. i+1/2.5 V51 g Eﬁy
du?  Ouv R
= (d— += ) = O(ﬂfzaéyz}
I Y i+1/2,
avec
| Vi+1/2, = E('E-’r’..j—;lfﬂ +Uiagije F 1 Y 1)
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2 2

AD? o (wv)igr g1y — (U0)isy g2 n Uijear2 — Vij—1/2
s Lo 20z 20y
Juv O —
| — ( — + - + O(62°,6y%)
eny: « dx Y /4172
avec
1
| Uigr2 = E(HEH;QJ + Uir1/2,5+1 + Ui-1/2,5 + Wi-1/2,5+1)

Termes diffusifs

A VS Uitrsag — 2“‘1’—!—1;’2:3’ T WUi_1/2,5 e Uit1/2,541 — 2'“-54—1,“2,3’ + Uit1/2,5-1

i+1/2,5 O12 511'[2
FPu  FPu
(.&TQ + o )ir1/2,5

+ O(02% 6y°)

Vi jg8/2 — 2Ui 54172 + Vg -1/9 i Vit1,j+1/2 — 2Vij41/2 + Vie1,541/2

VSijnp = ; ; dx? dx?
d“v  O0*v —
— (fﬁ;rg -+ E}yg }f1j_|_]_j.fﬂ + O{QIE,L}yE)
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Récapitulation dgysteme semi-discret

Uir1/2,5 — Ui—1/2 n Vijg+1/2 — Yig—1/2 0

or 01
du ; S ”
At EH—UEJ_I_ %D1+1f7‘ 2 00 G l”jpzyvsi—.lflj
d1 1 .
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Sous forme vectorielle :

Du=20

d ; 1
j—I—B,-T(u}—l— Gp =10
dt ‘ £0

N opérateur discret non linéaire représentant les termes
convectifs et visquewN (u) = AD(u) —vVS-u

G opérateur discret représentant le gradient de pression

D opérateur discret représentant la divergence
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Discrétisation temporelle

Schéma Euler retardé, explicite, ordre 1 :

1
u"tt—ut = —dt (;"\-‘r{u“} - —Gpﬂ)
P0

Condition de stabilite (1D):

Convection : ot < 0t, = 0/ max; |u
Diffusion 0t < 8tq = 562°/(p/po)
Global : 0t < min(of.,0tq)

Ecole de Printemps MFN 2015
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Nombre de Reynolds [ — 2o™m™ u; | L
L

L longueur caractéristique du domaine
La condition de stabilité s’éecrit :

1 dx
< —
ot < ot, min(1, 5T Re)

— condition restrictive si%% " pe  petit
L

Par ex. cas faible Re et discrétisation fine

Dans ce cas il est préférable d’utiliser un schema implicite
au moins pour les termes diffusifs
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Schémas temporels d’ordre 2
Explicite : Adams-Bashforti\B2

"ttt —u" = —‘lrﬁ (3\(11”) — N(u"™ l) 3] p" ! k “‘1)
2 po Po

Schéma multipas, nécessite un autre schéma p

démarrage.
Condition de stabilité analogue a Euler retardé
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Implicite : Backward Differentiation Schem@DF

n+1 n
3u 4.11 + u”" Z—ﬂf(\( ) Cp”“)
2 Fo

Inconditionnellement stable

Termes non lineaires difficiles a impliciter, et souvent non
justifie (pas de temps convectif pour la précis

= termes convectifs obtenus par extrapolation d’ordre 2 :

AD(u™') = 2AD(u") — AD(u" 1) + O(5t?)

Schémaxtrapolated BDKEschéma ditMEX).
Condition de stabilité de type CFL-convectif.
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Forme géneérale des schéemas
n+1 15 1 . N+o 1
Mu"™" 4+ pt—Gp " =R
0

R™ termes connus des pas de temps précedents

-

Euler 0 (1 ( |
AB?2 a=:1/2 B=<1 M =< |
BDF 1 2/3 | -2/3&WS
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Discréetisation du systeme complet

Dun—'l . U
Mu™tt + ,Li’aiz‘ﬁ@p”‘ﬂ — R

Vitesse et pression couplé
Découplage par methodes de projection, basées sur
la décomposition de Hodge-Helmholtz

Un champ vectoriel se decompose en une composante
irrotationnelle et un composante a divergence nulle,
soit la somme du gradient d’'un champ scalaire et du
rotationnel d’'un champ vectoriel.
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Methodes de projectiarplusieurs variantes.

Principe général :
. . . . * 1
- calcul d’'une premiere approximatiot e’
- projection sur le ss-espace des champs a divergence nulle

Méthode de prediction-projection incrémentale (Goda 1979).

Premiére étape : calcul de la valeur prédite

1 Gpn-l—ﬂ—l e R”

0

_-'jl_lrl_l* —+ 13{53&
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Deuxieme etape : projection.
C’est une realisation de la décomposition HH :

un+l S L .r_j;LHL-Gh]n—kn e ]-JI?J.—Ci—l]I —) (1)
20
Du™t =0 (2)

Décomposition exacte dans le cas explicite (M=l).

Cas implicite : erreur associée a la decomposition,
d’ordre 2 sur la vitesse.

Calcul de la pression : appliquer I'opérateur D sur (1) et
utiliser (2)
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Equation pour la pressiaon

DGop =

#
]

p? Dua”
At

avec ril} =i ljn-!—u:i . pﬂ—l—a—l_

L'opéerateur DG discrétise le laplaciereq pour la
pression est donc une équatiorRidgssondiscrete

Apres resolution de I'eq de Poisson, mise a jour des
champs de vitesse et de pression :

u™t = u* — BAtLGop
0

pn+c:-. _ pn—-—e:t—.l i {ip

a compléeter par les CL appropriées.
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Récapitulation : étapes d’un code NS incompressible en
implicite :

-une ég. de Helmholtz discrete pour chague composante de la
vitesse U . Schéma BDF2 :

[ (I — 25t0V S)u* = §nn!

{ avec

Sﬂ_n—l — 4

S — lyn—t _ %.«jf (F—E]Gp” + 2AD(u") — AD{ll”_'))

L 3

Systeme tridiagonal (1D), pentadiag. (2D), heptadiag. (3D)

- une equation de Poisson discrete pour la pression
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Résolution des equations de Helmholtz

Réécriture sous forme incrémentale :

( {I — %51‘1‘;1{58}5“ _ Sil‘!.ﬂ—l

i
avec
ou=u" —u"
all —1 —_ » g A
LBnﬂ — 'Sr'i"l_.ﬂ 1 = (.‘T — %afl’i\;" ig;l-l_-l.n

b 1

Permet de factoriser I'opérateur multiD en séguence
d’'opérateurs 1Dnjéthodes ADI en conservant une precision
globale d’ordre 2= simplification importante, resolution

d’'une suite de systemes tridiagonaux (algorithme de Thomas,

résolution directe).
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Résolution de I'éq. de Poisson pour la pression

-Méthodes directes (Gauss) ou itératives (Jacobi,
Gauss-Seidel, SOR...

- solveurs de Poisson rapides bases sur FFT restreints a
coordonnées rectangulaires.

- méthodes de gradient conjugue, GMRES.

- méthodes multigrille, associees a une meth

iterative, tres efficace pour accélerer la CV.

Etape codteuse en général
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11.2.1. Ecoulements faible Mach

Grandes variations de tempeérature dans un écoulement,
ou effets de compressibilité en volume avec vitesse
faible = la résolution du systeme faible Mach est une
bonne alternative (sauf si on s’intéresse a lI'acoustique).

Modele faible Mach : 'acoustique est eliminée, pas de
limitation sur le pas de temps liee a la vitesse dt

Méme nature mathématique gue lI'incompressible
adaptation des méthodes de I'incompressible. Traitement
du couplage vitesse-pression de méme nature.
Changements : calcul des grandeurs thermodyn. et leur
couplage, modification de la contrainte sur la vitesse.
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Modele faible Mach dimensionné

i 510

e % d == U
5 TV (o)
dpv =
\ -tV (vev)+Vp = V- (F)
0T dFy
| Peogr Ty - VT = Vo (BVT )"

+ loi d'état GP Fy = rpl

Contrainte sur le champ de vitesse :

v.y_1—1 (g (kVT) — (CV)

1 d.Pg)
vH

o 1 dt
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Calcul de la pression thermodynami F

Domaine ouvert [}, constante =P ambiante

Domaine fermé : équation intégrale sur le domaine de (CV) :

{EIPH v —1 : e
s - (kVT)d2 — yP - vdS)
dt () 53\7 (VL) | GL\T )

(dernier terme nul si domaine fiy [ obtenue par
Intégration de I'éq. d’état :

r M
~ [, Lo

M masse totale du fluide
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Couplage du modele dynamique et thermique

Résolution de I'éq. pour T.

Couplage d@ et de T a travers la loi d’étas algorithme de
decouplage (sauf méthodes itératives).

Différents algos dans la littérature.

Discrétisation de I'équation pour T : terme convectif non
conservatif a I'ordre

Leivie—05 5.5 Tijv1 — Lij

1
+ 3(1’f~j+1;‘? + Vij1/2) 3

v-VT|;; =
|a._'.' E'-rjy

o] —

(iy 1725 + Ui 1/2.5) o3

Utilisation d’'un schéma extrapolated BDF pour
iImpliciter le terme de conduction de chaleur
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Couplage vitesse-pression dynamigaépe de projection

Différence avec le cas incompressible : on a maintenant

V.-v=2>_5
Sterme source.
Projection :

¥ nta—1

op=pr*—p

— 2 variantes de I'étape de I'equation de Poisson
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Variante P1 :

1
Bot

DGCS[] — (D(Jﬂ'”_ll_lﬂ_l) L D(pﬂ—lu*))

Eqg. de continuité discréte

I By O 8 i [, R Ei'p”-_:l
1 D(p"u"") = —%

apnT+ L, ..
¢ discrétisé suivant le sch. temporel choisi

= €(. de Poisson a coefficients constants
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Variante P2 :

1
- n+1 *
DﬁnHG{}p = — 3ot (S""" — Du’")
S™ et p"t estimés au préalable

— €(. de Poisson a coefficients variat

Continuité des flux aux interfaces de cellules :

2 1 1
n+1 n+1

a1l + n-i1
Pit1/25 Pi.; it
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Algorithme global de résolution

- Prédiction:
— Estimation de la masse volumique et de b epn ¢!

dt
* __9.mn n—1 dPs* _ odbB" _ dPyn—!
Pr=20"—p"" % =28 &

par extrapolation linéaire:

— Calcul de la température 77!

ntl

— Connaissant T"*!, calcul de PJ'*! et %:‘1

— Mise & jour de la masse volumique par la loi d’état: p"t' = Pi/(rT ).

— Estimation v* du champ de vitesse a partir de I'équation de guantité de mouvement
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- Projection:

— Calcul du terme source de 'équation de Poisson (variante P1 ou P2).
— Reésolution de I'équation de Poisson.

— Mise a jour de la vitesse et de la pression:

u*tl = u* — ,Bﬁt%(;'ﬁp
I)n+c: - p1'1—|—ﬂ—l = 5?_3
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Exemple d’application :

cavité différentiellement chauffée alr
Etat stationnaire
Température Masse volumique

Thkelv |

335 |
325 ]
315

305 7]
295
285
275
265 |
256 |
245 ]

0.08

0.06

0.04

0.02




Etablissement du champ de température

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 120



11.3. Un apercu sur les méthodes « all-speed »

- Recherche d’unemnéthode numérigue unifi@apable
de traitertous les régimes

- capable de traiter des écoulements fortement
compressibles avec chocs, et de dégénérer vers un
solveur purement incompressible (ou faible Mach), ie
non contraint par | 'acoustique, quand-\d.

- approches suivies : adapter une methode compre
au cas incompressible, ou l'inverse.

- dans tous les cas, idéee de basepliciter le calcul de
la pressiordans la partie acoustique des equatien (
éq. de Poisson a MO).

- permet de s'affranchir de la cn de stabilité liee a
I'acoustique.
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Exemple d’'une methode de ce typEguations
d’Euler compressibles

Principe : on implicite la partie acoustique des
équations si M est petit.

L'écoult étant isentropique dans ce cas, il est inutile de
considérer I'ég. d’énergie. Systeme considere :

%—'f+v p+o1lV=0
9

@+v v+£Dp:O
| ot P

Avec la relation d’isentropiedp = c°0,0
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L

i

\

dp

ot

dpv
ot

Discrétisation temporelle implicite pour I'acoustique

E}

Ef 4+v™.Vp" + p"V - v =: U
o ov .

gf Foyt, ?(pnvr}} e Pﬂvn? : Vn—l—l 1+ ?pﬂ-—rl — )

Sous forme incrémental

L v (pnvn} 4 an ) [:vn—l—l L vnj _

4+ V _ (pnvn ® VH) 4 Vrpn 4 pnvnv ) (vn—l—l o Vn) 4 Vr[:pn—l—l _pn) _
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Splitting du systeme

- Etape explicite résolution du systéme
compressible complet premiere valeu p==#!, verl et eo=rl

- Etape implicite utilisation de la relation d’isentropie et
simplification de I'éq. QDM+discr. dérivee temporelle :

i JHJ.-] L Jes:pf . |
| ! éf} _i_pn(i,u\‘]nv s {E_,;t-l—l = vn} — 0 (1)
< +1 rpl
vl e 1
5 + EV(FHH —p") -0 (2
L -
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Application de I'opérateur divergence a (2) et
utilisation de (1)= éq. elliptique pour la pression

1 5}] V . 1 V(’i B v . (VH _ v"::‘—'Pf) 1 pﬂ . pf:a:pe‘.
?1-.2?1"94_ ‘n P=— - +n9n 5
p(c*)" ot p 5t (@ ot

{’-’P _ pn+1 D N

Se ramene Beq. de Poisson habituelén incompressible
SI C - 00

Apres résolution, mise a jour de la vitesse par (2), masse
volumique et énergie par relation d’'isentropie et loi d'état.
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Méthode

- Capable de prendre en compte des ecoults fortement
compressibles (on n'active pas I'étape implicite), ou faible
Mach, jusqu’a lI'incompressible.

- condition de stabilité liee uniguement a la convection

- méthode conservative dans |'étape explicite

- apporte une réponse a l'unification des methodes

Precision :

-'analyse de la littérature semble montrer que la précision
temporelle nécessite I'utilisation d’'un pas de tempsoustique
- cas test diphasique présenteé plus loin

Les modeles sans acoustique gardent leur attrait.
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lll. Ecoulements diphasiques.

Mise en exergue de quelques problemes spécifigues aux
écoulements diphasiques a phase séparees

- Ecoulements sans changement de phase : I'interface est
advectee passivement par I'écoulement (disc. contact)

- Ecoulements avec changement de phase : flux de m
travers l'interface, assimilable a une onde de choc

Methodes de suivi d’interfaceshock capturing, front
tracking, VOF, level set...
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lIl.1. Impact de gouttes

Probleme axisymétrique, liquide/air, incompressible
Liquide : mélange eau-glycérine

Taille de la goutte et viscosité du liquide variables (Re)
Etude du jet pariétal aux premiers instants de I'impact

U
_—_—
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Masse volumique Vitesse radiale

Maillage 600x720
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Traitement numérigue : approche compressible optimisée

Séparation convection acoustique :

- Sous-systeme convection-+diffusion :

- Sous-systeme acoustique :

< EWGE‘F v =
ov 1
Y L IVp=0
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Suivi d’interface : naturel par résolution de :

a—’0+VD]],0:O

ot

par une méthode « shock capturing ».

Sous-systeme acoustique : choixgidsimple parametre ici

Air: c=340 m/s, eaao= 1500 m/s

Choix d’une vitesse unigque, consta

Seule contrainte : assurer que le Mach reste petit
partout
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Sous-systeme acoustique :

r

Py =0

3
@+£Dp:0
oo p

\

Matrice jacobienne/>s (0 poc?)

Valeurs propres :—C,, G, constantes

Sous-systeme tres rapide a resoudre numériguement,
decentrement immédiat
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Strategie de splittingpour chaque itéeration en temps,

-Résolution du sous-systeme convectif.

Pas de temps convectist = CFLiz/ max; |v|
C max|y,

-Soit M =

CO
On effectue M résolutions du sor-systeme acoustiqu
Pas de temps acoustiqist,. = CFLéz /¢y

Methode proche de la méthode de compressibilité
artificielle de Chorin(1967). Ici on conserve de faibles
effets de compressibilite.

Méthode robuste et efficace.
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Comparaison calcu-expé

o
o

,'é'é‘ :-. i !,_..,_
=
N -~ — ~
{t | Cuniig
\ v— \\11)

Intervalle entre les images : 50 us

Biiq /loair =1000 D = 425mm v =928 10"° ’m.ﬂfs

U =1,78m/s Re = 57 = 82
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Evolution de la longueur du jet pariétal, comparaison calcul-

expé
|
(b)
0.5 §
P
=1 @A |4
- :_ .
=) 0.6 ﬁ:\’ $a "
n
e )
== 04 - , At
G O Re=300 We=55 H Re=744 We=244
0.2 A A Re=72 We=57 & Re=176 We=250 |
+ numerical Re=300 & numerncal Re=150
= numernical Re=75
0 ! ' | ! !
] 0.1 (0.2 (0.3 (0.4

t/t
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l1l.2. Ecoulement liquide-gaz en enceinte ferm%e

Cas considéré : écoulement de liquide incompressible
enfermant des zones gazeuses.
Aussi : cocotte-minute.

eau
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Problématique : raccorder un écoulement incompressible
et un écoulement faible MacRrobleme de la pression :
existence de 2 pressions en faible Mach.

Cas des bulles : chaque bulle a sa propre pression
thermodynamiqueP (t)

Introduction des fonctions caractéristiques des butles
H, (x,t)=1 dans la bulle ]
H.(xt)=0 ailleurs

H:ZHj(X,t)

Ecole de Printemps MFN 2015 137



Définition de la masse volumique du fluide composite
(loi d’état GP pour l'air) :

P;(t)
rl{x.t)

N
plxt) =)  Hi(x) + (1= H(xt))p,
=1

Eqg. de continuité et pour la température :

(7 7 g L dP,
V.v=H(x J?ﬁ—;HJ(l t-]j?_jﬁ
: &
oT | 1 =1 1 dP,
(E v .VT) = 2oV (V) + T;Hﬂx*ﬂﬂ dt
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Equation QDM : probléme de la pression

Les ddp thermodynamiques engendrent une force sur le
liguide = un terme de pression thermodyn. doit étre
conserveé dans I'éq. dans le liquide

G
(E—I-x Vv) =—V(p+FP.)+V -7+ pg

La pressiorPe doit :
-Conserver la vitesse a divergence nulle dans le liquide
-Etre egale aux pressioRsdans les bulles

Soit : VAP, (xt) =0, dans le hiquide
P.(x,t) = P;(t), dans chaque bulle
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En utilisant la fonction caractéristique,
éq. de Helmholtz poure:

1

N
1
= P(xt)- H(xt) + (1 — Hxt))- V2P.(xt) = ¥ Hj
Fl]f-‘:" [}*J (}* }_l_f ( ]' (X, <=

7 homogene a une longueur, pour homogenéité
dimensionnelle; de I'ordre de I'’épaisseur (numerique) de
I'interface

Calcul des pression (t)

1.db; 1 / T BT ; V. vd
_ 1 T dx — - VX
jj__,i' I[‘H- .[ﬂ_,i,:"._']d':{ 5-'3_.'“] T -Df ﬂ_i[fjl
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Cas test 1D de comparaison des modeles

- faible Mach/incompressible
- « all speed » compressible/incompressible

OWC : Oscillating Water Column

air u air

eal 0

- “Xss 0 Xss X 1

Etat initial : mise en mouvement uniforme du fluide.
La colonne d’eau prend un mouvement oscillatoire par la
diff. de pression ainsi creée.
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Traitement numérique de l'interface par front-tracking.
Fluides non visqueux.
Choix du pas de temps : critere explicite

o

max;( |u;| + )

of = CFL

CFL=1 : critere acoustiq
CFL=100 : correspond a un pas de temps donné par
le critere convectif
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Résultats : évolution temporelle des pressions relatives pres
des paroigpression thermodynamique pour la méthode
faible Mach). Rouge : CFL=1, : Bleu : CFL=100

Méthode faible Mach

AN
CUATiTATLATATATATL
T ]
xv/\\/\v/\v/\v VAVAY/AVAY v/\v/\vf
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=100

1, Bleu : CFL

Meéthode « all speed » Rouge : CFL

V.

¥
¥

¥

|

; ' v ! 8 \
= i e gy ]

\YATAV

10

144
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Masse d’air totale.
Methode faible MachLigne continue : CFL=1, Tirets : CFL=100

2 B
3 -—u:r-.---------.---------ll.-—i- ----- : -".--------CIJ---------.-.---------------——-----E-—-.-!- ----------------------------------------
1! b - 5 '
L b ] i ;o [ i : | i i |I i I
2 fiheeen e e SN S O O S S L S |
o T s
E 1 I IE i ! a . b I I : i : E
= L NS B iy e Bt i e e A T 1
E lll-ﬂlll ll.l.‘:lll I 'll.r?uill'. ﬁl' i .d.‘ll I ,!ll ll.r :lll.l | .I" : ,"ml. i I lIl .r‘lllll. IIII-HII. lll.i:‘- I I-II:.ll'l ,'ll.rﬂll. ‘i
.I 4 I [ | wiy I i
= RV SRV AV SRV RV IR ARVAE VARV AV SRV
= - P 1. : i I i i 1 -
o | SRR | |
| | i i i | v
) S TN ISV S OO A 0 SO A L O S N §
: ! | D L
- ! E i E 1 | I E'
) SOULTERSUEEI: I NBCY SRR NSNS S O X Y ;
5L | | | . | |
0 2 4 B 8 10
time
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Masse d’air totale.
Méthode « all speed. igne continue : CFL=1, Tirets : CFL=100

1
£n
!
[}
|
:
|
HE
|
:
E
i
1
F
1
i
|
:
;
1
1
i
E
i
L
i
i
i
|
:
;
1
1
i
;
r
1
i
i
|
:
;
1
1
E
i
I.
1
i
i
i
|
!
i
1
1
E
L

M (x 1000)
3
!IIII
i
i
fr
i
i
f+
i
fr
i

I H | ' 1 ' f b : . 5 i | H
'1 5 [ " TTTTERT T EETm e _i__________.\_________'_.|___i_____|________|.___. ______ -h-"I-_-___r_-.r_-__-_-T-._.i-_-_-:':-__:.-._ ---------- 'i
: b ] P !

-0 I I I i I I I i I I I | I I I i I I P i
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Un exemple 200 deux bulles a pressions thermo.
differentes dans une cavité remplie de liquide

2 bulles d’air dans de I'eap£1000)
Boite fermee 50mx10Qum

P,=1.4 atm

P,=1 atm

T=293K

Grille 48x96

Tension de surface (réaliste)

Pas de gravité

CFM2009, Marseille, Ecole de Prin
24-28 aodt

14147




Evolution temporelle des
pressions thermodynamiques

14
]
:In'
1.3 Bt
i - p1
[‘I'|||f|'.. — P2
|] r||||| ||| i
1.2 H e,
T o
i ,,||{i.|j:I'IHZI'I,_,-‘JJ,-‘J’-M‘*W“L--- —————
[E'fh;'l.““'
g it
. _II I‘,'I
a
0 BEDA 00001  O0000i5  0.0002
time (s)

Conservation de la masse : variation de surfaagetdies bulles < 0.05%

S,IS,

1.4

Evolution temporelle des

surfaces des bulles

Erreur sur la valeur stationnaire de pression tbherd.15%
Erreur sur le rapport des surfaces a I'état staior ~ 2.25%
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