
��������	
������
�������
����������������������������������

������������	
��
�

���
��
�
����
��
�

�������� ����� ������� ������������!� � ���

�����"�����!��

��� � � ��������#���$�#����$

%�������&�������'��(��� �� �!�����
���������
�!��������� ����������)���� ����*������� �������
�

������
��������������
+,����-.��,�"������.�/,�0�������.�
,��� 1����.�+,����!��.�

2,�
��)��.�$,����&�� �� ��,��������



Institut PPrime - ISAE-ENSMA

MODELISATION ET SIMULATION

DE LA CAVITATION

Eric Goncalves - juin 2015





i

Table des matières
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II.3.3 Equation locale instantanée d’énergie totale . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

II.4 Bilans moyennés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

II.4.1 Fonction indicatrice de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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V.5.2 Préconditionnement du système compressible à 4 équations . . . . . . . . 55
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Chapitre I

Généralités

I.1 Introduction

La cavitation est un phénomène qui apparâıt fréquemment dans les composants hydrauliques

classiques tels que les pompes, vannes, turbines et hélices. Des survitesses locales imposées par

la géométrie, par des phénomènes de cisaillements, d’accélération ou de vibrations peuvent en-

gendrer des baisses locales de pression dans le fluide. Lorsqu’en certains points de l’écoulement

la pression est inférieure à la pression de vapeur du fluide, il se produit une vaporisation partielle

et des structures de vapeur prennent naissance. Les structures ainsi formées sont entrâınées par

l’écoulement et lorsqu’elles atteignent une zone de pression plus élevée elles se condensent et

implosent violemment. La cavitation conduit à des pertes importantes de performance de l’ins-

tallation, à des problèmes d’instabilités de fonctionnement des machines et à l’érosion des parois

du composant. C’est ainsi une source de problèmes techniques primordiaux dans le domaine

des turbomachines hydrauliques et de la construction navale. Compte tenu de la complexité des

phénomènes physiques entrant en jeu dans la cavitation, et malgré d’excellentes études menées

sur le sujet, les mécanismes physiques de base de la cavitation ne sont pas à ce jour entièrement

connus.

Figure I.1 – Diagramme thermodynamique pression-température

Dans un grand nombre d’applications comme l’exploitation des turbines pour la production
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d’hydroélectricité, les pompes d’injection des ergols pour la propulsion spatiale ou encore les

hélices des navires, la cavitation est un phénomène néfaste que l’on cherche à éviter car il est

responsable :

– d’une chute de perfromance des turbomachines.

– d’une modification des efforts sur la machine.

– de l’érosion prématurée des matériaux par l’implosion des bulles de vapeur en proximité

de la paroi.

– de vibration et de bruits.

– d’une fluctuation du débit.

Cependant, il est à noter que dans certains cas, la cavitation est un phénomène recherché. Pour

la propulsion d’objets sous-marins tel que des torpilles, des études sur la supercavitation (poche

de vapeur qui englobe l’ensemble du véhicule) permettant de réduire la trainée de l’engin sont

effectuées. D’autre part, la cavitation est utilisée pour le nettoyage de certains équipements par

érosion contrôlée.

I.2 Les différents types de cavitation

Selon les différents paramètres caractérisant un écoulement, la cavitation peut prendre plusieurs

formes :

• Cavitation par bulles (bubble cavitation)

Des bulles de vapeur se forment dans les zones de basse pression puis implosent lorsqu’elles

rencontrent un gradient de pression adverse. Ce type de cavitation se rencontre principa-

lement sur des profils portants, des pales d’hélices ou des aubes de turbines.

Figure I.2 – Cavitation par bulles, photos extraites de [35]

• Cavitation par poches ou cavités (pocket or sheet cavitation)

Sur des profils (aubes de turbines, pales d’hélices) ou des Venturis, lorsque l’incidence

augmente, une poche de vapeur se forme au voisinage du bord d’attaque (ou du col) et

peut s’étendre jusqu’au bord de fuite. Dans de nombreux cas, la poche est instationnaire et

sa dynamique est liée à un écoulement de retour dit jet rentrant. Selon les configurations, le

jet rentrant peut être assez étendu pour casser la poche et générer un lâcher de structures

plus ou moins périodique (poche oscillante auto-entretenue ou poche pulsée). Dans d’autres
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cas, une dynamique instationnaire apériodique avec une recirculation en aval de la poche

plus ou moins étendue se met en place.

Figure I.3 – Cavitation par poches en Venturi (gauche) et sur hélice (droite)

• Cavitation dans les tourbillons marginaux (tip-vortex cavitation)

Dans les tourbillons marginaux en bout de pale ou d’aile, la pression peut localement être

très faible, ce qui donne naissance à des bulles de cavitation se répartissant sous forme de

filaments.

Figure I.4 – Cavitation par filaments sur une hélice

• Cavitation dans les zones cisaillées (shear cavitation)

Dans des zones de cisaillement ou de fortes turbulences, la baisse de pression locale peut

être suffisante pour entrâıner une vaporisation partielle du liquide.

Figure I.5 – Cavitation en zones cisaillées et couche de mélange
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A ces applications hydrauliques s’ajoutent les études de bulles isolées : collapse d’une bulle,

oscillation de bulles dans un champ de pression, sonoluminescence...

Figure I.6 – Collapse d’une bulle et microjet

I.3 Les caractéristiques de la cavitation

La création, le transport et la destruction de vapeur au sein de l’écoulement liquide sont

responsables de plusieurs traits caractéristiques des écoulements cavitants :

• Transfert de masse et thermodynamique hors équilibre (état métastable).

Figure I.7 – Diagramme de phase et pression négative

• Forte réduction de la vitesse du son dans le mélange et donc présence d’une grande va-

riété de nombre de Mach dans l’écoulement. Ces écoulements juxtaposent ainsi des zones

compressibles et incompressibles.

Figure I.8 – Vitesse du son sans transfert dans un mélange liquide/vapeur
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• Forts gradients de masse volumique et de pression.

Pour de l’eau le rapport entre ρl et ρv est de 50000.

• Interaction turbulence-cavitation.

Des effets de compressibilité et d’anisotropie sur le champ turbulent se produisent.

• Instabilités de poche et instationnarités périodiques ou non.

Selon les conditions de l’écoulement (vitesse, incidence...) et le paramètre de cavitation

σ∞ =
P∞ − Pvap

0.5ρ∞U2
∞

, différents régimes sont observées.

Figure I.9 – Cartographie des régimes de poche sur hydrofoil

• Effets tridimensionnels.

La tolopogie des poches de cavitation est complètement tridimensionnelle (même en géo-

métrie 2D).

Figure I.10 – Poche tridimensionnelle sur hydrofoil
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• Pour certains fluides (dits thermosensibles), la cavitation est non isotherme ce qui induit

un couplage avec la thermique.

Figure I.11 – Cavitation non isotherme
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Chapitre II

Modélisation des écoulements

liquide-vapeur

II.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre seulement au cas des écoulements diphasiques gaz-liquide.

On distingue deux grandes approches :

– les méthodes directes ou à suivi d’interface

– les méthodes moyennées ou de diffusion de l’interface

II.1.1 Les méthodes de résolution directe

Les méthodes dites de résolution directe permettent de résoudre toutes les échelles spatiales et

temporelles des écoulements diphasiques. Ce sont des méthodes qui, tout en résolvant les équa-

tions de Navier-Stokes, reconstruisent les interfaces et décrivent leur propagation.

Il existe différents moyens de représenter l’évolution spatio-temporelle d’une interface :

– Front tracking (lagrangien)

– Level Set (eulérien)

– Volume Of Fluid (eulérien)

Le changement de phase est un phénomène difficile à prendre en compte dans ces méthodes,

car il fait alors apparâıtre plusieurs vitesses au niveau de l’interface (vitesses des phases plus

vitesse de l’interface). De plus, la reconstruction de l’interface en écoulements tridimensionnels

peut s’avérer difficile et coûteuse en temps de calcul.

II.1.2 Les méthodes de résolution moyennée

Le point de départ de ces méthodes est l’utilisation des lois de conservation instantanées de la

mécanique des fluides pour chaque phase. Les interfaces apparaissent comme des surfaces de

discontinuité pour les différentes propriétés du fluide, les bilans fondamentaux s’y expriment

donc sous la forme de ”relations de saut”.
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Il existe de nombreuses manières de ”moyenner”. On peut effectuer des moyennes des lois de

conservation :

– dans l’espace

– dans le temps

– statistiquement sur un ensemble de mesures

– ou par une combinaison des précédentes (espace/temps, statistique/espace...).

De manière similaire à l’utilisation de l’approche RANS pour les écoulements monophasiques

turbulents, la moyenne temporelle est très utilisée pour les écoulements diphasiques, particuliè-

rement s’ils sont turbulents. En effet, les phénomènes de transport étant fortement dépendant

des fluctuations locales des variables, il est plus facile dans ce cas de lier les lois d’état et de

comportement nécessaires à la fermeture du problème avec des mesures expérimentales [49].

II.2 Bilans globaux

Considérons un volume matériel V(t) composé de deux volumes non matériels V1(t) et V2(t)

occupés par deux phases différentes 1 et 2. Ces deux volumes non matériels sont délimités par

des surfaces a1(t) et a2(t) également matérielles et une surface ai(t) séparant les deux phases :

l’interface à travers laquelle auront lieu les échanges entre phases. La courbe C(t) correspond à

l’intersection de l’interface ai(t) avec le volume V(t) (Figure II.1).

Figure II.1 – Schéma volume matériel V(t) et aire interfaciale ai

Le bilan de masse exprime que la masse contenue dans le volume matériel V(t) ne varie pas

dans le temps, soit (d/dt désigne la dérivée particulaire) :

d

dt

∫
V1(t)

ρ1 dV +
d

dt

∫
V2(t)

ρ2 dV = 0 (II.1)

Le bilan de qdm exprime que le taux de variation dans le temps de la qdm linéaire du fluide

contenu dans le volume matériel V est égal à la somme des forces extérieures agissant sur le

fluide. Ces forces se composent :

– des forces de volume agissant sur V1(t) et V2(t)
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– des forces de surface agissant sur a1(t) et a2(t) (ai(t) est intérieure à V)
– des forces de ligne agissant sur C(t) (résultant de la tension de surface σ).

En appelant :

F1 et F2 les forces volumiques extérieures par unité de masse

T1 et T2 les tenseurs des contraintes sur les surfaces a1 et a2

nk le vecteur unitaire normal aux surfaces délimitant le volume Vk (orienté vers l’extérieur)

σ la tention interfaciale agissant sur la ligne C(t) où les deux phases sont en contact entre elles

et avec l’extérieur

N le vecteur unitaire normal à C(t) situé dans le plan tangent à l’interface ai (N orienté vers

l’extérieur)

On peut écrire :

d

dt

∫
V1(t)

ρ1v1 dV +
d

dt

∫
V2(t)

ρ2v2 dV =

∫
V1(t)

ρ1F1 dV +

∫
V2(t)

ρ2F2 dV (II.2)

+

∫
a1(t)

T1.n1 dS +

∫
a2(t)

T2.n2 dS +

∫
C(t)

σN dl

Le bilan d’énergie totale (interne + cinétique) exprime que le taux de variation dans le temps

de l’énergie totale du volume matériel est égal à la puissance des forces extérieures (de volume,

de surface, de ligne) et des flux de chaleur entrant dans V(t) à travers les surfaces extérieures

a1(t) et a2(t), soit :

d

dt

∫
V1(t)

ρ1

(
e1 +

1

2
v21

)
dV +

d

dt

∫
V2(t)

ρ2

(
e2 +

1

2
v22

)
dV =

∫
V1(t)

ρ1F1.v1 dV (II.3)

+

∫
V2(t)

ρ2F2.v2 dV +

∫
a1(t)

(T1.n1).v1 dS +

∫
a2(t)

(T2.n2).v2 dS

+

∫
C(t)

σN.vi dl −
∫
a1(t)

q1.n1 dS −
∫
a2(t)

q2.n2 dS

où vi est la vitesse de déplacement d’un point de l’interface (vitesse non matérielle a priori).

A l’instant t, on peut représenter l’interface par une relation du type :

f(x, t) = 0 x est un point de l’interface (II.4)

Alors à t+ dt, on doit avoir f(x+ vidt, t+ dt) = 0

Or on a :
∂f

∂t
+ vi.∇f = 0 et n un vecteur normal à ai est défini par : n =

∇f

|∇f |

II.3 Les équations locales instantanées

On transforme les bilans intégraux de façon à ne faire apparâıtre que des intégrales volumiques

sur V1 et V2 et une intégrale surfacique sur ai. Les intégrants des termes volumiques nous four-

nirons alors les équations locales instantanées phasiques (c’est-à-dire valable dans les différentes

phases) alors que l’intégrant du terme surfacique (sur ai) nous fournira les relations de saut

valables uniquement sur les interfaces. Pour cela, on utilise les lois mathématiques suivantes :
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• Règle de Leibnitz

Pour un volume quelconque V(t), délimité par une surface a(t) dont les points se déplacent

à la vitesse va, on a :

d

dt

∫
V(t)

f(M, t) dV =

∫
V(t)

∂f

∂t
(M, t) dV +

∫
a(t)

f va.n dS (II.5)

où n est un vecteur unitaire normal à la surface a, orienté par convention positivement vers

l’extérieur de V.

• Théorème du transport de Reynolds

Pour une fonction fa définie sur la surface a(t) :

d

dt

∫
a(t)

fa dS =

∫
a(t)

(
∂fa
∂t

+ fa∇.va

)
dS (II.6)

• Théorème de Gauss

∫
a(t)

P ndS =

∫
V(t)

∇P dV pour un scalaire P (II.7)∫
a(t)

V.n dS =

∫
V(t)

∇.V dV pour un vecteur V (II.8)∫
a(t)

T.n dS =

∫
V(t)

∇.T dV pour un tenseur T (II.9)

II.3.1 Equation locale instantanée de la masse

On part du bilan global sur le volume matériel :

d

dt

∫
V1(t)

ρ1 dV +
d

dt

∫
V2(t)

ρ2 dV = 0 (II.10)

Utilisons la relation (II.5) pour exprimer d
dt

∫
Vk

ρk dV soit :

d

dt

∫
Vk

ρk dV =

∫
Vk

∂ρk
∂t

dV +

∫
ak

ρkvak.nk dS +

∫
ai

ρkvi.nk dS (II.11)

et comme ak est une surface matérielle vak = vk = vitesse de la phase k en un point de ak.

Alors, en utilisant (II.8), on peut écrire :∫
ak

ρkvk.nk dS =

∫
Vk

∇.ρkvk dV −
∫
ai

ρkvk.nk dS (II.12)

Le bilan global de conservation de la masse s’écrit donc :∫
V1

(
∂ρ1
∂t

+∇.ρ1v1

)
dV+

∫
V2

(
∂ρ2
∂t

+∇.ρ2v2

)
dV+

∫
ai

[ρ1(vi − v1).n1 + ρ2(vi − v2).n2] dS = 0

qui se décline en :
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– les équations de continuité phasiques (c’est-à-dire valables uniquement dans les volumes

occupés par les phases)

∂ρk
∂t

+ div (ρkvk) = 0 pour k=1,2 (II.13)

– le bilan interfacial (valable uniquement sur l’interface ai cf. Figure II.1)

ρ1(v1 − vi).n1 + ρ2(v2 − vi).n2 = 0 (II.14)

On pose ṁk = ρk(vk − vi).nk le débit massique par unité de surface de transfert de la phase k

vers la phase k′. La relation de saut permet donc d’écrire : ṁ1 + ṁ2 = 0

II.3.2 Equation locale instantanée de la qdm

Equation pour la phase k=1,2 :

∂ρkvk
∂t

+ div
(
ρkv

2
k

)
= ρkFk + divTk (II.15)

Bilan interfacial :

ṁ1v1 + ṁ2v2 − T1.n1 − T2.n2 − (∇s.n)σn = 0 (II.16)

avec ∇s.n = −2H où H représente la courbure moyenne de l’interface : H = 1
R1

+ 1
R2

R1 et R2 étant les 2 rayons de courbure principaux pris algébriquement sur la normale n à

l’interface quelle que soit son orientation, c’est-à-dire n1 ou n2. Ce terme correspond à la force

interfaciale due à la présence de la tension de surface.

II.3.3 Equation locale instantanée d’énergie totale

Equation pour la phase k=1,2 :

∂

∂t
ρk

(
ek +

1

2
v2k

)
+ div

[
ρk

(
ek +

1

2
v2k

)
vk

]
= ρkFk.vk + div (Tk.vk − qk) (II.17)

Bilan interfacial :

ṁ1

(
e1 +

1

2
v21

)
+ ṁ2

(
e2 +

1

2
v22

)
+ q1.n1 + q2.n2 − (T1.n1).v1 − (T2.n2).v2 = 0 (II.18)

II.4 Bilans moyennés

Pour plus de détail sur ces bilans moyennés, on peut consulter Ishii [49] et Delhaye [28, 31].

II.4.1 Fonction indicatrice de phase

Elle est définie par :

Xk(M, t) =

{
1 si la phase k est présente au point M au temps t

0 si la phase k n’est pas présente en M à t
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La FIP est ”mesurée” par des sondes locales dont la réponse est différente selon la phase dans

laquelle elles sont plongées. C’est le cas par exemple des sondes optiques pour les écoulements

diphasiques liquide-gaz qui détectent la phase présente dans le volume de mesure (le plus petit

possible) par variation de l’indice de réfraction entre le liquide et la vapeur (le signal est transmis

hors de la fibre optique lorsque celle-ci est plongée dans la phase liquide alors qu’il est réfléchi

si elle est plongée dans la phase gazeuse).

II.4.2 Opérateurs locaux moyennés dans le temps

On s’intéresse à l’évolution des grandeurs phasiques locales pendant un intervalle de temps T

autour du temps t courant. Cela revient à ”gommer” l’aspect fluctuation, fluctuations résultant

des fluctuations au sein des phases ainsi que des passages successifs des interfaces au point

considéré. Classiquement, on doit choisir une valeur de T qui soit grande vis-à-vis de l’échelle de

temps des fluctuations turbulentes et petite vis-à-vis de l’échelle de temps de l’écoulement. Sur

cet intervalle de temps T , la phase k est présente au point M considéré pendant un intervalle

de temps Tk(x, t) (temps de présence cumulé de la phase k en M entre t− T/2 et t+ T/2).

Figure II.2 – Représentation d’une fonction définie sur un intervalle de temps. T est le temps

d’intégration de la fonction f(x, t). [T ] est l’intervalle de temps de largeur T centrée sur le temps

de prise de moyenne, t. [Tk] est l’ensemble des intervalles de temps où la phase k est présente

au point considéré. on note t2k les instants où le point considéré entre dans la phase k et t2k+1

les instants où il en sort.

Les valeurs locales peuvent alors être moyennées soit sur l’intervalle de temps T , soit sur l’inter-

valle Tk(x, t). On définit pour une grandeur G(x, t) :

G =
1

T

∫
[T ]

G(x, τ) dτ et Gk =
1

T

∫
[T ]

Gk(x, τ) dτ (II.19)

la moyenne sur le temps de présence Tk se note : Gk
X
ou Gk =

1

Tk

∫
[Tk]

Gk(x, τ) dτ (II.20)

On définit alors le taux de présence local αk(x, t) par :

αk(x, t) =
1

T

∫ t+T/2

t−T/2
Xk(M, τ) dτ = Xk(M, t) =

Tk

T
=

Gk

Gk

(II.21)

Il en découle les relations suivantes : G = G1 +G2 = α1G1 + α2G2.

Comme T = T1 + T2, on a l’égalité : α1 + α2 = 1.
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Pour des grandeurs massiques G = ρϕ, il est défini une moyenne pondérée par la masse :

ϕ̃ =
ρϕ

ρ
et ϕ̃k =

ρkϕk

ρk
=

ρkϕk

ρk
(II.22)

On montre la relation suivante : ϕ̃ =

∑
αkρkϕ̃k∑
αkρk

=

∑
ρkϕ̃k∑
ρk

.

En particulier, on a l’égalité : ρ =
∑
k

ρk =
∑
k

αkρk

II.4.3 Décomposition des variables pondérées par la masse

Les variables sont décomposées en une partie moyenne en temps pondérée par la masse et une

fluctuation diphasique et turbulente (équivalent de la moyenne de Favre). On a ainsi, pour une

grandeur massique ϕk :

ρk = ρk + ρ′k, vk = ṽk + v′′k , ϕk = ϕ̃k + ϕ′′
k (II.23)

ρ′k = 0 , ρkv
′′
k = 0 , ρkϕ

′′
k = 0 (II.24)

Propriétes des moyennes :
(
G
)
= G ; ˜̃G = G̃ ;

(
G̃
)
= G̃ ;

(
G̃k

)
= G̃k ;

(
Gk

)
= Gk

On montre les relations suivantes :

Gk = αkGk = αk

(
G̃k +G′

k

)
(II.25)

G′
k = Gk − G̃k = αkG

′
k − (1− αk)G̃k (II.26)

II.4.4 Opérateur de moyenne d’ensemble

La fonction indicatrice de phase Xk(M, t) obéit à l’équation topologique :

∂Xk

∂t
+ vi. gradXk = 0 (II.27)

Xk étant constante par morceau, cette équation est non triviale aux points situés à l’interface.

On introduit une processus de moyenne d’ensemble E(.) [3, 33], qui vérifie la règle de Gauss (au

sens des distributions) :

E
(
Xk

∂f

∂x

)
= E

(
∂Xkf

∂x

)
− E

(
fi,k

∂Xk

∂x

)
(II.28)

et la règle de Liebniz :

E
(
Xk

∂f

∂t

)
= E

(
∂Xkf

∂t

)
− E

(
fi,k

∂Xk

∂t

)
(II.29)

où f est une fonction régulière par morceau.
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En employant ces règles de calcul pour le système des équations d’Euler, on obtient :

∂E(Xkρk)

∂t
+ div E(Xkρkuk) = E (ρk(uk − vi). gradXk)

∂E(Xkρkuk)

∂t
+ div E(Xkρkuk ⊗ uk +XkPk) = E ((ρkuk(uk − vi) + Pk). gradXk)

∂E(XkρkEk)

∂t
+ div E(XkρkEkuk +XkPkuk) = E ((ρkEk(uk − vi) + Pkuk). gradXk)

On définit alors :

la fraction de volume de la phase k : αk = E(Xk),

la densité moyenne : ⟨ρk⟩ = E(Xkρ)
αk

,

la vitesse moyenne : ⟨uk⟩ = E(Xkρu)
αk⟨ρk⟩ , etc.

Les équations d’Euler moyennes pour chaque phase s’écrivent :

∂αk⟨ρk⟩
∂t

+ div (αk⟨ρk⟩⟨uk⟩) = E (ρk(uk − vi). gradXk)

∂αk⟨ρk⟩⟨uk⟩
∂t

+ div (αk⟨ρk⟩⟨uk⟩ ⊗ ⟨uk⟩+ αk⟨Pk⟩) = E ((ρkuk(uk − vi) + Pk). gradXk)

∂αk⟨ρk⟩⟨Ek⟩
∂t

+ div (αk⟨ρk⟩⟨Ek⟩⟨uk⟩+ αk⟨Pk⟩⟨uk⟩) = E ((ρkEk(uk − vi) + Pkuk). gradXk)

auxquelles il faut ajouter l’équation topologique

∂αk

∂t
+ E (vi. gradXk) = 0 (II.30)
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Chapitre III

Equation de bilan moyennée

III.1 Equations locales moyennées sur le temps de présence

Nous présentons en premier lieu deux outils mathématiques nécessaires pour ce calcul.

III.1.1 La méthode

Considérons un point M(x, t) dans un écoulement diphasique et un intervalle de temps [t −
T/2; t + T/2] centré sur un instant t. Soit Tk(x, t) le temps de présence de la phase k au point

x pendant l’intervalle de temps T et αk(x, t) le taux de présence local de la phase k. Intégrons

l’équation de bilan de masse locale instantanée de la phase k sur le temps de présence Tk de la

phase k au point x : ∫
Tk(x,t)

∂ρk
∂t

dt +

∫
Tk(x,t)

div (ρkvk) dt = 0 (III.1)

Du fait de la présence d’interfaces, la permutation des opérateurs de dérivée et d’intégration fait

apparâıtre des termes supplémentaires. Pour transformer l’équation, on a recourt aux formes

limites de la règle de Leibniz et du thèorème de Gauss.

III.1.1.1 Forme limite de la règle de Leibniz

Cette forme limite permet de permuter les opérateurs différentiels du premier terme de l’équation.

Elle s’écrit :

∂

∂t

∫
Tk(x,t)

fk(x, t) dt =

∫
Tk(x,t)

∂fk
∂t

dt +
∑

disc. de [T]

1

| vi.nk |
fkvi.nk (III.2)

où la somme finie du deuxième membre porte sur toutes les discontinuités de la fonction fk

appartenant à l’intervalle de temps T , i.e. sur toutes les interfaces passant au point x pendant

l’intervalle de temps T . On introduit δI une distribution de Dirac associée à l’interface, on a la

relation : ∑
disc. de [T]

1

T | vi.nk |
= δI (III.3)



16 Chapitre III : Equation de bilan moyennée

III.1.1.2 Forme limite de la règle de Gauss

Cette forme limite permet de permuter les opérateurs différentiels du second terme de l’équation.

Elle s’écrit : ∫
Tk(x,t)

divBk(x, t) dt = div

∫
Tk(x,t)

Bk dt +
∑
disc.

1

| vi.nk |
nk.Bk (III.4)

III.1.2 Bilan de masse moyenné sur le temps de présence Tk de la phase k

Appliquons les formes limites de la règle de Leibniz et du thèorème de Gauss à l’équation de

bilan de masse locale instantanée. Il vient :

∂

∂t

∫
Tk(x,t)

ρk dt −
∑
disc.

1

| vi.nk |
ρkvi.nk +

div

∫
Tk(x,t)

ρkvk dt +
∑
disc.

1

| vi.nk |
ρkvk.nk = 0 (III.5)

En introduisant l’opérateur de moyenne temporelle cette équation devient :

∂

∂t

(
Tkρk

)
+ div

(
Tkρkvk

)
+
∑
disc.

1

| vi.nk |
ρk(vk − vi).nk = 0 (III.6)

En introduisant ṁk = ρk(vk − vi).nk le débit massique par unité de surface de transfert de la

phase k vers la phase k′ et la taux de présence local αk, nous obtenons :

∂

∂t

(
αkρk

)
+ div

(
αkρkvk

)
= Γk avec Γk = −

∑
disc.

ṁk

T | vi.nk |
(III.7)

où Γk est le taux local de production de masse de phase k par unité de volume. Ce terme repré-

sente les échanges de masse par évaporation ou condensation sur l’interface. Il est inconnu et il

faudra l’exprimer en fonction des variables du problème par une relation de fermeture appropriée

pour clore le système d’équations. On a la relation :
∑

k Γk = 0.

Remarques : Nous pouvons obtenir une équation de bilan de masse pour le mélange en addi-

tionnant membre à membre les équations de bilan de masse écrites pour chacune des phases,

soit :
∂

∂t

(
α1ρ1 + α2ρ2

)
+ div

(
α1ρ1v1 + α2ρ2v2

)
= 0 (III.8)

III.1.3 Bilan de qdm moyenné sur le temps de présence Tk de la phase k

La méthode utilisée pour le bilan de masse peut être appliquée à l’équation de bilan de quantité

de mouvement, soit :

∂

∂t

(
αkρkvk

)
+ div

(
αkρkvkvk

)
= div

(
αkTk

)
+ αkρkFk

−
∑
disc.

(ṁkvk − nk.Tk)

T | vi.nk |
(III.9)

où le terme de somme discrète représente l’apport de quantité de mouvement lié au changement

de phase et l’action cumulée sur l’intervalle de temps [T ] des efforts appliqués aux interfaces sur

la phase k.
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III.1.4 Bilan d’énergie totale moyenné sur le temps de présence Tk

Il s’écrit :

∂

∂t

[
αkρk

(
ek +

1

2
v2k

)]
+ div

[
αkρk

(
ek +

1

2
v2k

)
vk

]
= αkρkFk.vk + div

(
αkTk.vk

)
− div

(
αkqk

)
−
∑
disc.

ṁk

(
ek +

1
2v

2
k

)
− (nk.Tk).vk + qk.nk

T | vi.nk |

où le terme de somme discrète représente l’apport d’énergie totale au travers de l’interface lié

au changement de phase, la contribution du flux de chaleur à l’interface et la puissance des

contraintes appliquées à l’interface.

III.2 Les différents modèles

Différentes classes de modèles sont présents dans la littérature en fonction du nombre de lois de

conservations traités (de 3 à 7 équations) et des hypothèses effectuées sur la thermodynamique

et le glissement entre les phases : modèle équilibré/modèle relaxé, modèle homogène/modèle à

deux vitesses, modèle 2-fluide/modèle 1-fluide... On distingue :

• Les modèles 2-fluides à 6 ou 7 équations

Ils sont composés de trois lois de conservation pour chaque phase et éventuellement d’une

équation topologique. Ils peuvent prendre explicitement en compte les effets de déséquilibres

thermodynamiques entre les phases (déséquilibre de la pression, de la température, de

l’enthalpie de Gibbs) ainsi que le glissement entre les phases. Cependant, ils restent difficile

à utiliser en écoulements industriels (turbomachines). On citera par exemple le modèle à 7

équations développé par Saurel [60] et le modèle à 6 équations développé par EDF dans le

code Neptune [61].

• Les modèles réduits à 5 équations

Ce sont des modèles obtenus par réduction d’un modèle 2-fluide en supposant l’équilibre des

pressions et des vitesses entre les phases. Le modèle le plus connu est celui de Kapila [50]. Il

est composé de 4 lois de conservations (2 masses, qdm du mélange et énergie du mélange)

complétées par une équation topologique (non conservative) pour la fraction volumique de

gaz. Ce type de modèle implique deux températures, ce qui permet de restituer des effets

de déséquilibre thermique (voir par exemple [73]).

• Les modèles relaxés à 4 équations

Avec hypothèse d’équilibre thermique entre les phases, des modèles à 4 équations sont de-

veloppés. Pour des applications en ébullition et évaporation flash, un modèle dit relaxé a

été développé : le modèle HRM (Homogeneous Relaxation Model). Il est composé de trois

lois de conservation pour le mélange plus une équation pour le taux de vide. Cette dernière

contient un terme source de relaxation. Un temps de relaxation est introduit : il quantifie le

temps pour que le système regagne l’état d’équilibre. Ce temps est difficile à déterminer et

est estimé à partir de données expérimentales [10, 32]. Une autre formulation du terme de

relaxation a été proposée par Helluy [47], basé sur un problème d’optimisation de l’entropie
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du mélange.

Une autre famille de modèles est massivement utilisée en cavitation appelée modèle de

transport de taux de vide (TTV). L’équation pour le taux de vide inclut un terme source

qui modélise la condensation et l’évaporation. Il est déterminé par ajustements succes-

sifs pour retrouver des formes de poches observées expérimentalement. Ce terme source

introduit des constantes ajustables, on trouvera différents jeux de valeurs dans [79]. La

cohérence thermodynamique de ces modèles est franchement bancale [45] et la dépendance

aux constantes est très forte.

• Les modèles de mélange homogène ou 1-fluide

Ils sont composés de trois lois de conservation écrites pour le mélange et reposent sur

une hypothèse de non glissement entre les phases. Avec l’hypothèse d’équilibre thermody-

namique local, ils constituent les modèles HEM (Homogeneous Equilibrium Model). Une

équation d’état est nécessaire pour fermer le système (gaz raide, polynôme, barotrope,

sinusoidale,...).

Le tableau suivant synthétise les différentes classes de modèles :

modèles 7 équations 5 équations 4 équations 3 équations

équations 2 masses 2 masses 1 masse 1 masse

2 QdM 1 QdM 1 QdM 1 QdM

2 énergies 1 énergie 1 énergie 1 énergie

+ α +α +α

caractéristique 2 pressions 1 pression 1 pression 1 pression

2 vitesses 1 vitesse 1 vitesse 1 vitesse

2 températures 2 températures 1 température 1 température

dénomination 2-fluide réduit HRM ou TTV 1-fluide HEM

III.3 Modèle 1-fluide ou modèle de mélange homogène

A partir des équations de bilan moyennées en temps, on peut établir des équations de bilan pour

le mélange en additionnant membre à membre les équations écrites pour chacune des phases.

On introduit des variables de mélange : énergie interne de mélange, vitesse de mélange, pression

de mélange, tenseur des contraintes de mélange...

III.3.1 Variables thermodynamiques de mélange

masse volumique de mélange : ρm = α1ρ1 + α2ρ2 (III.10)

pression de mélange : Pm = α1P1 + α2P2 (III.11)

énergie interne de mélange : ρmem = α1ρ1ẽ1 + α2ρ2ẽ2 (III.12)

enthalpie de mélange : ρmhm = α1ρ1h̃1 + α2ρ2h̃2 (III.13)

entropie de mélange : ρmsm = α1ρ1s̃1 + α2ρ2s̃2 (III.14)
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On peut montrer la relation suivante : hm = em + Pm
ρm

.

III.3.2 Vitesses de mélange, vitesse relative, vitesse de diffusion

Différents vitesses sont introduites. On définit une vitesse du centre de masse du mélange vm et

une vitesse du centre de volume du mélange j :

ρmvm = α1ρ1ṽ1 + α2ρ2ṽ2 = α1ρ1v1 + α2ρ2v2 (III.15)

j = α1ṽ1 + α2ṽ2 (III.16)

La vitesse relative vr entre les phases se définit à partir des vitesses moyennes des phases :

vr = ṽ2 − ṽ1 (III.17)

On introduit des écarts de vitesse des phases par rapport aux vitesses de mélange. La vitesse

de diffusion pour chaque phase Vkm est la vitesse relative par rapport à la vitesse du centre de

masse du mélange. La vitesse de dérive ou ”drift” pour chaque phase est la vitesse relative par

rapport à la vitesse du centre de volume du mélange. Leurs expressions :

Vkm = ṽk − vm (III.18)

Vkj = ṽk − j (III.19)

La relation suivante lie les vitesses de mélange :

j = vm + α1α2

(
ρ1 − ρ2
ρm

)
vr (III.20)

Si la vitesse relative est négligée alors on a : V1m = V2m = V1j = V2j = vr = 0 et vm = j = ṽ1 =

ṽ2. On parle de champ de vitesse homogène.

III.3.3 Tenseur des contraintes du mélange

La bilan de qdm du mélange fait apparâıtre la somme pondérée des tenseurs des contraintes

phasiques moyens :

α1T1 + α2T2 = α1τ1 + α2τ2 −
(
α1P1 + α2P2

)
Id (III.21)

Le fluide est supposé newtonien et les fluctuations de viscosité dynamique phasique µ′
k sont

négligées. Une expression pour les tenseurs τk en supposant les phases incompressibles est :

τk = µk

 ⃗⃗
grad ṽk + (

⃗⃗
grad ṽk)

t − 2

3
div ṽkId +

1

αk

∑
j

aij
(
nkv

′
k + v′knk

) (III.22)

où aij est l’aire interfaciale pour la jème interface. Le premier terme est le tenseur des déforma-

tions moyen Sk pour la phase k. Le terme supplémentaire s’appelle le tenseur des déformations

interfaciales Ski pour la phase k. Il devient important quand la différence de vitesse entre la

vitesse interfaciale et la vitesse moyenne est grande.
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En négligeant Ski et avec l’hypothèse de champ de vitesse homogène, il vient :

Tm = α1T1 + α2T2 = τm − PmId (III.23)

τm = 2µm

(
Sm − 1

3
div (vm)Id

)
(III.24)

µm = α1µ1 + α2µ2 (III.25)

Sm =
1

2

[
⃗⃗

grad vm + (
⃗⃗

grad vm)t
]

(III.26)

où µm désigne la viscosité dynamique de mélange, τm le tenseur des contraintes visqueuses de

mélange et Sm le tenseur des déformations de mélange.

III.3.4 Flux de chaleur de mélange

Le bilan d’énergie totale du mélange fait apparâıtre la somme pondérée des flux de chaleur

phasiques moyens : α1q1 + α2q2.

On suppose que les flux de chaleur phasiques moyens obéissent à la loi de Fourier. De plus,

les fluctuations de conductivité thermique phasique λ′
k sont négligées. On peut alors écrire une

expression pour le vecteur flux de chaleur qk :

qk = −λk

 ⃗gradTk +
1

αk

∑
j

aijnkj

(
Tk − Tk

)
j

 (III.27)

Avec l’hypothèse d’équilibre thermique local à l’interface, i.e. Tki = Ti et en négligeant les

fluctuations de températures de l’interface, soit Ti = Ti, il vient :

qk = −λk

[
⃗gradTk −

⃗gradαk

αk

(
Ti − Tk

)]
(III.28)

En supposant l’équilibre thermique entre les phases et avec l’interface, on introduit la tempéra-

ture de mélange Tm = Ti = T1 = T2. La somme des flux de chaleur phasique s’écrit alors :

α1q1 + α2q2 = −
(
α1λ1 + α2λ2

)
⃗gradTm (III.29)

On introduit une conductivité thermique de mélange λm définie par λm = α1λ1 + α2λ2. L’ex-

pression du flux de chaleur de mélange est alors :

qm = α1q1 + α2q2 = −λm
⃗gradTm (III.30)

III.3.5 Bilan de masse du mélange

La somme des équations de bilan de masse pour les phases s’écrit :

∂

∂t

(
α1ρ1 + α2ρ2

)
+ div

(
α1ρ1v1 + α2ρ2v2

)
= 0 (III.31)

Soit en introduisant les variables de mélange :

∂ρm
∂t

+ div (ρmvm) = 0 (III.32)
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III.3.6 Bilan de quantité de mouvement du mélange

La somme des équations de bilan de quantité de mouvement pour les phases s’écrit :

∂

∂t

(
α1ρ1v1 + α2ρ2v2

)
+ div

(
α1ρ1v1v1 + α2ρ2v2v2

)
= div

(
α1T1 + α2T2

)
+α1ρ1F1 + α2ρ2F2 + Mm (III.33)

Soit en introduisant les variables de mélange :

∂

∂t
(ρmvm) + div

(
α1ρ1v1v1 + α2ρ2v2v2

)
= div (τm − PmId) + ρmFm +Mm (III.34)

où la force volumique de mélange Fm est définie par ρmFm = α1ρ1F1 + α2ρ2F2.

Mm =
∑

k Mk représente le transfert de qdm à travers l’interface (effet de tension de surface,

forces de portance et de trâınée dûes aux sauts de pression et de contraintes visqueuses à l’inter-

face...). La somme des transferts phasiques Mk n’est pas forcément nulle à cause de la variation

de la courbure moyenne de l’interface [49]. En présence d’un transfert de masse entre les phases

la différence des vitesses est nécessairement perpendiculaire au plan tangent à l’interface. Ceci

se traduit par une force par unité de surface qui est normale au plan tangent à l’interface. Si l’on

néglige la tension superficielle, la différence entre les phases des résultantes normales du frotte-

ment visqueux et de la pression permet d’équilibrer la force induite par le transfert de masse au

travers de l’interface. De plus, le terme lié au saut de pression interfaciale devient négligeable

quand le champ de vitesse est homogène.

Ainsi, les hypothèses de vitesse homogène et tension de surface négligée entrâınent Mm = 0.

Reste à expliciter les termes de moyenne de produit
∑
k

αkρkvkvk.

III.3.6.1 Décomposition d’un terme ρϕv

En utilisant la décomposition des variables pondérées par la masse. On peut écrire :

ρϕv =
∑
k

αkρkϕkvk =
∑
k

αkρkϕ̃kṽk +
∑
k

αkρkϕ
′′
kv

′′
k (III.35)

En introduisant les variables de mélange et les vitesses de diffusion des phases, il vient :

ρϕv = ρmϕmvm +
∑
k

αkρkϕ̃kVkm +
∑
k

αkρkϕ
′′
kv

′′
k (III.36)

Trois termes apparaissent associés à différents mécanismes de transport : un terme de transport

du mélange, un terme de transport de ϕ̃k dû à la différence de vitesse des phases et un terme de

transport dû aux fluctuations diphasiques et turbulentes.

En supposant le champ de vitesse homogène (Vkm = 0) et en faisant ϕ = v, on aboutit à :∑
k

αkρkvkvk = ρmv2m +
∑
k

αkρkv
′′
kv

′′
k (III.37)
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L’expression du bilan de qdm du mélange devient alors :

∂

∂t
(ρmvm) + div (ρmvmvm + PmId) = div

(
τm −

∑
k

αkρkv
′′
kv

′′
k

)
+ ρmFm (III.38)

III.3.7 Bilan d’énergie totale du mélange

La somme des équations de bilan de l’énergie totale pour les phases s’écrit :

∂

∂t

[
α1ρ1

(
e1 +

1

2
v21

)
+ α2ρ2

(
e2 +

1

2
v22

)]
+ div

[
α1ρ1

(
e1 +

1

2
v21

)
v1 + α2ρ2

(
e2 +

1

2
v22

)
v2

]
= α1ρ1F1.v1 + α2ρ2F2.v2 + div

(
α1T1.v1 + α2T2.v2

)
− div

(
α1q1 + α2q2

)
+ Qm (III.39)

Qm =
∑

k Qk représente le transfert d’énergie à travers l’interface (transfert d’énergie dû au

changement de phase, effet du frottement interfacial, transfert de chaleur interfacial de la forme

hki(Tk − Ti)...). Ce terme, comme pour la qdm, peut ne pas être nul à cause de la variation de

la courbure moyenne de l’interface [49].

Les hypothèses de champ de vitesse homogène, tension de surface négligée et équilibre thermique

des phases entrâınent Qm = 0.

Le terme de travail des forces volumiques, supposées constantes (F̃k = Fk = Fm), s’écrit :

α1ρ1F1.v1 + α2ρ2F2.v2 = ρmFm.vm +
∑
k

αkρkF.Vkm = ρmFm.vm (III.40)

En utilisant la décomposition de la vitesse ainsi que les vitesses de diffusion phasiques, le terme

de travail des contraintes peut s’écrire :∑
k

αkTk.vk =
∑
k

αkTk.(ṽk + v′′k) =
∑
k

αkTk.(vm − Vkm) +
∑
k

αkTk.v
′′
k (III.41)

Avec l’hypothèse de champ de vitesse homogène, on aboutit à :∑
k

αkTk.vk = Tm.vm +
∑
k

αkTk.v
′′
k (III.42)

III.3.7.1 Energie interne apparente

On définit l’energie interne apparente moyenne Ẽk de la phase k comme la somme de l’énergie

interne moyenne et de l’énergie cinétique turbulente moyenne. On définit alors l’energie interne

apparente du mélange Em et l’energie totale apparente du mélange Em :

Ẽk = ẽk +
ṽ
′′2
k

2
avec kk =

ṽ
′′2
k

2
(III.43)

ρkẼk = ρkek +
ρkv

′′
kv

′′
k

2
(III.44)

ρmEm =
∑
k

αkρkẼk = ρmem +
1

2

∑
k

αkρkv
′′
kv

′′
k (III.45)

ρmEm = ρm

(
Em +

v2m
2

)
(III.46)



III.3 Modèle 1-fluide ou modèle de mélange homogène 23

En faisant intervenir les variables de mélange et en supposant un champ de vitesse homogène,

le premier terme de l’équation de bilan s’écrit :

α1ρ1

(
e1 +

v21
2

)
+ α2ρ2

(
e2 +

v22
2

)
= ρm

(
em +

v2m
2

)
+
∑
k

αk
ρkv

′′
kv

′′
k

2
= ρmEm (III.47)

Reste à expliciter le terme
∑
k

αkρk

(
ek +

v2k
2

)
vk.

On utilise la relation (III.36) en faisant ϕ = e + v2/2 et en supposant un champ de vitesse

homogène :

∑
k

αkρk

(
ek +

v2k
2

)
vk = ρm

(
em +

v2m
2

)
vm +

∑
k

αkρk

(
ek +

v2k
2

)′′
v′′k (III.48)

L’expression du bilan d’énergie totale appparente de mélange est alors :

∂

∂t
(ρmEm) + div (ρmEmvm) = ρmFm.vm + div (vmτm − qm)− div (Pmvm)

− div

∑
k

αkρk

(
ek +

v2k
2

)′′
v′′k −

∑
k

αkTk.v
′′
k

(III.49)
III.3.8 Termes de turbulence

Dans les bilans de qdm et d’énergie apparaissent des termes de fluctuations turbulentes. On

introduit un tenseur turbulent moyen τT et un flux de chaleur turbulent moyen qT :

qT =
∑
k

αkq
T
k =

∑
k

αk

ρk (ek + v2k
2

)′′
v′′k − Tk.v

′′
k

 (III.50)

τT =
∑
k

αkτ
T
k = −

∑
k

αkρkv
′′
kv

′′
k (III.51)

On utilise l’hypothèse de Boussinesq pour évaluer les tenseurs turbulents phasiques τTk en intro-

duisant une viscosité turbulente phasique µT
k . En sommant les contributions pour chaque phase,

une viscosité turbulente de mélange apparâıt : µT
m = α1µ

T
1 + α2µ

T
2 .

De même pour les flux de chaleur turbulents phasiques, on introduit une conductivité thermique

turbulente phasique λT
k . La somme des contributions pour chaque phase fait apparâıtre une

conductivité turbulente de mélange : λT
m = α1λ

T
1 + α2λ

T
2 .

Une hypothèse de nombre de Prandtl turbulent phasique constant (le même pour les deux

phases) permet de relier ces deux scalaires :

λT
m =

∑
k

αkλ
T
k =

∑
k

αk
µT
kCpk

P T
r

approximé par λT
m ≃ µT

mCpm

P T
r

(III.52)
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Ainsi les termes τm+τT dans le bilan de quantité de mouvement et qm+qT s’écrivent en fonction

des gradients de vitesse de mélange et de température de mélange :

τm + τT = 2
(
µm + µT

m

)
Sm en incompressible (III.53)

qm + qT = −
(
λm + λT

m

)
⃗gradTm (III.54)

Le calcul de µT
m peut se faire, comme en monophasique, par le biais d’équations de transport de

quantité turbulente. On peut écrire une équation de transport phasique pour l’énergie cinétique

turbulente phasique kk ainsi que pour le taux de dissipation εk. Une expression de ces équations

est proposée par différents auteurs [13, 34, 51, 54, 62, 63], le plus souvent avec l’hypothèse de

phases pures incompressibles. Les équations pour l’énergie cinétique moyenne km et son taux de

dissipation εm sont présentées au chapitre suivant.

III.4 Les équations de bilan du modèle de mélange homogène

Les trois équations de bilan de mélange homogène sans effets de tension de surface sont :

∂ρm
∂t

+ div (ρmvm) = 0 (III.55)

∂

∂t
(ρmvm) + div (ρmvmvm + PmId) = div

(
τm + τT

)
+ ρmFm (III.56)

∂

∂t
(ρmEm) + div [(ρmEm + Pm)vm] = ρmFm.vm + div

(
vmτm − qm − qT

)
(III.57)

III.4.1 Hypothèses effectuées

On rappelle les hypothèses effectuées pour obtenir ces bilans :

1. Equilibre cinématique ou champ de vitesse homogène

On suppose que les phases sont suffisamment bien mélangées et que la taille des structures

dispersées est suffisamment petite de façon à négliger la vitesse relative entre les phases et à

assurer l’équilibre cinématique ṽ1 = ṽ2 = vm.

2. Equilibre thermique

L’échelle de temps du transfert de chaleur entre les phases est suffisamment petite de façon

à maintenir le système en équilibre thermique. Les phases partagent la même température

moyenne : T1 = T2 = Tm.

3. Effets de tension de surface négligée (nombre de Weber grand).

4. Fluctuations de viscosité dynamique et de conductivité thermique négligées.

III.4.2 Hypothèse supplémentaire

Le nombre d’inconnues est supérieur au nombre de relations qui les relie. Il faut donc, pour

fermer le système, une hypothèse supplémentaire.

Les inconnues du système précédent (hors termes de turbulence) sont :
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– les deux masses volumiques phasiques moyennes ρ1 et ρ2.

– les deux pressions phasiques moyennes P1 et P2.

– les deux énergies internes phasiques moyennes ẽ1 et ẽ2.

– la température de mélange Tm.

– la vitesse de centre de masse du mélange vm.

Les relations pour fermer le système :

– les trois équations de bilan pour ρm, vm et em.

– deux lois d’état phasique pour les pressions : Pk = f(ρk, ẽk).

– deux relations thermiques liant la température aux énergies phasiques : Tm = f(ρk, ẽk).

Soit 8 inconnues pour 7 équations. Pour éliminer une inconnue on ajoute l’hypothèse supplémen-

taire d’équilibre mécanique entre les phase. La réponse de la phase dispersée (des bulles dans un

liquide) à un changement de pression est supposé localement instantanée, assurant l’équilibre

mécanique entre les phases. Les phases partagent la même pression moyenne : P1 = P2 = Pm.

III.4.3 Modèle de mélange homogène équilibré

Si l’on ajoute au système précédent l’hypothèse d’équilibre thermodynamique, i.e. l’équilibre des

potentiels chimiques, on parle de modèle homogène équilibré ou HEM (Homogeneous Equilibrium

Model). En variable (P, T ), le potentiel est la fonction de Gibbs ou enthalpie libre définie par :

g = h− Ts. L’équilibre des potentiels moyens s’écrit :

g̃1 = h̃1 − Tms̃1 = g̃2 = h̃2 − Tms̃2 ou h̃2 − h̃1 = Tm (s̃2 − s̃1) (III.58)

L’égalité des potentiels chimiques d’un corps (supposé pur) présent sous deux phases impose une

relation implicite entre la température et la pression, lorsque l’équilibre est réalisé (relation P =

P ∗(T ) ou relation réciproque T = T ∗(P )). Soulignons que l’état d’équilibre thermodynamique

correspond à l’état de saturation. On a Pm = Psat(T ) ou Tm = Tebul(P ).

On peut introduit une enthalpie libre de mélange gm vérifiant : ρmgm = α1ρ1g̃1 + α2ρ2g̃2. A

l’équilibre g̃1 = g̃2 = gm.

III.4.4 Modèle de mélange homogène relaxé

Les modèles relaxés ou HRM (Homogeneous Relaxation Model) s’affranchissent de l’hypothèse

d’équilibre thermodynamique en introduisant un déséquilibre thermodynamique. La formulation

originale de Bilicki [32] développée pour la thermohydraulique nucléaire suppose que la phase

liquide n’est pas à saturation (possibilité de liquide surchauffé). Les auteurs introduisent une

équation supplémentaire de transport pour le titre massique x. Cette dernière contient un terme

source de relaxation. Un temps de relaxation est introduit, il quantifie le temps pour que le

système regagne l’état d’équilibre. Ce temps est difficile à déterminer et est estimé à partir de

données expérimentales. La formulation 1D verticale en variable (z, t) est :

∂x

∂t
+ w

∂x

∂z
= −x− xeq

θ(α, P )
avec xeq =

h− hsatL (P )

hsatV (P )− hsatL (P )
(III.59)
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Le temps de relaxation θ(α, P ) s’exprime selon :

P ≤ 10 bar, θ = 6.51 10−4α−0.257 | Psat − P

Psat
|−2.24 (III.60)

P > 10 bar, θ = 3.84 10−7α−0.540 | Psat − P

PC − Psat
|−1.76 (III.61)

D’autres approches ont été développés. Helluy [47] propose d’évaluer le terme de relaxation au

moyen d’un problème d’optimisation de l’entropie du mélange. En cavitation, une famille de

modèles fait intervenir une équation pour le taux de vide. Cette dernière inclut un terme source

empirique qui modélise la condensation et l’évaporation. Il est déterminé par ajustements suc-

cessifs pour retrouver des formes de poches observées expérimentalement.

Citons par exemple le modèle de Kunz [52] pour lequel l’expression de l’équation supplémentaire

pour la fraction liquide est :

∂αL

∂t
+ div (αLu) = ṁ+ + ṁ− (III.62)

Les termes de condensation et de vaporisation ont pour expression :

ṁ− =
CdestρV αLMin(0, P − Pvap)

ρL(ρLU2
ref/2)t∞

et ṁ+ =
CprodρV α

2
L(1− αL)

ρLt∞
(III.63)

où t∞ est un temps de relaxation, et les constantes Cdest et Cprod, des paramètres à caler.

Une autre formulation a été proposée récemment en supposant que la phase liquide évolue à

saturation (ρl = ρsatl ). A partir d’un modèle à 5 équations, on aboutit au modèle TTV suivant

[38, 41] en écoulement non visqueux :

∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0 (III.64)

∂ρu

∂t
+ div (ρu⊗ u) + gradP = 0 (III.65)

∂ρE

∂t
+ div (u(ρE + P )) = 0 (III.66)

∂α

∂t
+ u.∇α =

α(1− α)(ρLc
2
l − ρvc

2
v)

αρlc
2
l + (1− α)ρvc2v

div (u) +

ρvc2v
α +

ρlc
2
l

1−α

c2v
α +

c2l
1−α

ṁ

où ṁ est le terme de transfert de masse entre les phases. Ce dernier est fermé en supposant sa

proportionnalité à la divergence du champ de vitesse. L’égalité suivante en découle où intervient

la vitesse du son sans transfert cwallis :

ṁ =
ρlρv

ρl − ρv

(
1− c2

c2wallis

)
divu avec

1

ρc2wallis

=
α

ρvc2v
+

1− α

ρlc
2
l

(III.67)

Le choix de la loi d’état permet de fixer la vitesse du son du mélange c.
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III.5 Modèle à 5 équations

Ce modèle est constitué de 4 lois de conservation (pour les masses des phases liquide et vapeur,

la quantité de mouvement du mélange, l’énergie totale du mélange) auxquelles s’ajoute une

équation pour le taux de vide. La formulation non visqueuse est [73] :

∂αρv
∂t

+ div (αρvu) = ṁ (III.68)

∂(1− α)ρl
∂t

+ div ((1− α)ρlu) = −ṁ (III.69)

∂ρu

∂t
+ div (ρu⊗ u) + gradP = 0 (III.70)

∂ρE

∂t
+ div (u(ρE + P )) = 0 (III.71)

∂α

∂t
+ u.∇α =

α(1− α)(ρlc
2
l − ρvc

2
v)

αρlc
2
l + (1− α)ρvc2v

div (u) (III.72)

+
α(1− α)

αρlc
2
l + (1− α)ρvc2v

(
Γv

α
+

Γl

1− α

)
Q+

ρvc2v
α +

ρlc
2
l

1−α

c2v
α +

c2l
1−α

ṁ

Les transferts de masse et de chaleur entre les phases ṁ et Q s’écrivent en fonction des enthalpies

libres et des températures des phases pures :

ṁ = νρ(gl − gv) et Q = H(Tl − Tv) (III.73)

Où ν et H sont les coefficients de relaxation. La quantité Γ =
1

ρ

∂p

∂e

∣∣∣∣
ρ

est le coefficient de

Grüneisen des phases pures, régies par la loi des gaz raides.

Une hypothèse d’équilibre mécanique permet de calculer la pression du mélange :

p (ρ, e, α, ρv, ρl) =
(ρe− αρvqv − (1− α)ρlql)−

[
α

γvP v
∞

γv−1 + (1− α)
γlP

l
∞

γl−1

]
α

γv−1 + 1−α
γl−1

(III.74)

La résolution s’effectue en deux étapes :

1. Résolution du système sans transfert. On obtient un champ hydrodynamique à l’équilibre

mécanique.

2. Résolution du système complet avec relaxation de T et g aux interfaces seulement. Les co-

efficients de relaxation sont pris infinis. Les termes d’échange de masse et de chaleur sont

déterminés à partir des équations sur les différences de températures ∆T = Tl − Tv et d’en-

thalpies libres ∆g = gl − gv.
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III.6 Les modèles bi-fluide à 6 ou 7 équations

On écrit les lois de conservation pour chaque phase k, k=1, 2. On obtient le système suivant :

∂αkρk
∂t

+∇. (αkρkuk) = Γk (III.75)

∂αkρkuk
∂t

+∇. (αkρkuk ⊗ uk) = −∇(αkpk) +∇.(αkτk) + αkρkFk +Mk (III.76)

∂αkρkEk

∂t
+∇. (αkρkEkuk) = −∇. [αkqk]−∇. [puk] +∇.

[
τk.uk

]
+ αkρkFk.uk +Qk

E = e+ 1
2u

2 est l’énergie totale massique.

Γk, Mk, Qk sont les termes sources relatifs aux transferts de masse, de quantité de mouvement

et d’énergie entre les phases. Ils représentent les effets interfaciaux et doivent être modélisés.

Mk = MΓ
k + PkI∇αk + F d

k (III.77)

Le terme MΓ
k représente le transfert de quantité de mouvement dû au transfert de masse. F d

k

correspond à la force de frottement interfaciale s’exerçant sur la phase k. PkI est la pression

dans la phase k à l’interface.

Qk = HΓ
k − pkI

∂αk

∂t
+ F d

k .ukI +QkI (III.78)

HΓ
k = LvapΓk représente le transfert d’énergie dû au transfert de masse, où Lvap est la chaleur

latente de changement de phase. QkI correspond au transfert de chaleur interfacial. ukI est le

vecteur vitesse dans la phase k à l’interface.

III.6.1 Modèle à 7 équations de Saurel et Le Métayer

Ce modèle est basé sur le modèle à sept équations de Baer-Nunziato [7], qui utilise l’équation

de transport de la fraction volumique α1 pour fermer le modèle bi-fluide à six équations. Il a

été initialement proposé sans transfert de masse. Les travaux de thèse de Le Métayer [58] ont

consisté à introduire par la suite un terme de changement de phase.

Les sept équations de Baer-Nunziato sans changement de phase s’écrivent (k=1,2) :

∂αkρk
∂t

+∇. (αkρkuk) = 0

∂αkρkuk
∂t

+∇. (αkρkuk ⊗ uk) = −∇(αkPk) +∇.(αkτk) + αkρkFk + F d
k + PI∇αk

∂αkρkEk

∂t
+∇. (αkρkEkuk) = −∇. [αkqk]−∇. [pkuk] +∇.

[
τk.uk

]
+ PIuI .∇αk

+ µPI (Pk − Pk′) + αkρkFk.uk + F d
k .uI +QkI

∂α1

∂t
+ uI .∇α1 = −µ (P1 − P2)

L’indice I représente l’interface. Le terme µ (P1 − P2) qui représente la production de fraction

volumique α1, est égal à la différence des pressions phasiques multiplié par un coefficient µ qui
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contrôle la vitesse à laquelle les deux phases atteignent l’équilibre des pressions. Cette expression

entrâıne des termes µPI (Pk − Pk′) dus au travail de la pression interfaciale dans les équations

de conservation de l’énergie.

Pour fermer le système, le modèle original propose de représenter la pression de l’interface PI

par la pression de la phase la plus compressible, et la vitesse de l’interface uI par la vitesse

de la phase la moins compressible. Par la suite, Saurel et Abgrall [72] modélisent la pression

d’interface par une pression de mélange : PI =
∑2

k=1 αkPk

L’étude réalisée par Le Métayer consiste, après résolution d’un problème de Riemannn inerte i.e.

sans changement de phase, à prendre en compte un terme de transfert de masse par les relations

de Rankine-Hugoniot à travers le front d’évaporation.

III.6.2 Modèle à 6 équations du code Neptune de EDF

Mimouni et al. [61] présentent des calculs de cavitation réalisés avec le code NEPTUNE développé

originellement par EDF et le CEA pour l’étude des écoulements diphasiques en ébullition. Le

terme de transfert de masse est obtenu à partir des relations de saut à l’interface :

Γl = −Γv =
qlI + qvI
hvI − hlI

AI (III.79)

où qkI représente le flux de chaleur interfacial dans la phase k, hkI l’enthalpie de la phase k à

l’interface et AI = 6α
d la surface caractéristique des échanges où aire interfaciale (α est le taux

de vide et d le diamètre moyen des bulles pris égal à 0.1 mm).

Les enthalpies de chaque phase à l’interface sont supposées à saturation. Le flux de chaleur

interfacial est modélisé de la façon suivante :

qkI = ckI (Tsat (P )− Tk) (III.80)

Avec les capacités calorifiques suivantes : clI =
Nulλl

d
et cvI =

αρvCpv
∆t

Le nombre de Nusselt du liquide est modélisé par : Nul = 2 + 0.6Re1/2Pr
1/3
l

avec Re le nombre de Reynolds basé sur le diamètre d : Re =
|Uv − Ul| d

νl
et Prl le nombre de Prandtl du liquide.
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Chapitre IV

Equations moyennées de la

turbulence

IV.1 Equations pour les fluctuations

IV.1.1 Equation pour les fluctuations de la masse

On prend pour point de départ l’équation instantanée de conservation de la masse

∂ρk
∂t

+
∂ρkuk,l
∂xl

= 0 (IV.1)

et l’équation moyennée sur le temps Tk de la conservation de la masse :

∂αkρk
∂t

+
∂αkρkuk,l

∂xl
= Γk = ρk(uI − uk).nkδI (IV.2)

A partir de ces deux équations et en décomposant ρk = ρk + ρ
′
k et uk = ũk + u

′′
k , on obtient

l’équation pour les fluctuations de la conservation de la masse :

∂ρ
′
k

∂t
+

∂ρku
′′
k,l

∂xl
+

∂ρ
′
kũk,l
∂xl

+
∂ρ

′
ku

′′
k,l

∂xl
=

1

αk

[
ρk

∂αk

∂t
+ ρkũk,l

∂αk

∂xl
− Γk

]
(IV.3)

Si les phases sont supposées incompressibles, alors ρk = ρk et ρ
′
k = 0. De plus, ũk = uk et

u
′′
k = u

′
k. L’équation précédente devient dans ce cas :

∂u
′′
k,i

∂xi
= −

∂ũk,i
∂xi

=
1

αk
u′′k.nkδI (IV.4)

La divergence des fluctuations de vitesse n’est pas nulle même si les phases sont incompressibles.

Ceci induit l’apparition de termes supplémentaires dans l’équation de transport de l’energie

cinétique turbulente k.

IV.1.2 Equation pour les fluctuations de la quantité de mouvement

Le point de départ est l’équation instantanée de la conservation de quantité de mouvement

∂ρkuk,i
∂t

+
∂ρkuk,iuk,l

∂xl
= ρkFk +

∂Tk,il

∂xl
(IV.5)
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et l’équation moyennée sur le temps Tk de la conservation de la quantité de mouvement :

∂αkρkuk,i
∂t

+
∂αkρkuk,iuk,l

∂xl
= αkρkFk +

∂αkTk,il

∂xl
+Mk (IV.6)

avec Tk,il = −Pkδil + σk,il.

A partir de ces deux équations et en décomposant la vitesse uk = ũk + u
′′
k , on obtient l’équation

pour les fluctuations de la quantité de mouvement :

ρk
∂u

′′
k,i

∂t
+ ρkũk,l

∂u
′′
k,i

∂xl
+ ρku

′′
k,l

∂ũk,i
∂xl

+ ρku
′′
k,l

∂u
′′
k,i

∂t

= ρkF
′
k +

∂Tk,il

∂xl
+ ρkũk,i

∂ũk,l
∂xl

+
ρk

ρkαk

[
−
∂αkTk,il

∂xl
−Mk +

∂

∂xl

(
αkρkũ

′′
k,iu

′′
k,l

)]

+
ρk

ρkαk

[
ũk,i

(
∂αkρk
∂t

+ ũk,l
∂αkρk
∂xl

)]
(IV.7)

avec F
′
k = Fk − Fk.

IV.2 Equation pour les tensions de Reynolds

On cherche à écrire les équations de transport pour les contraintes turbulentes par phase. Pour

cela, on prend pour point de départ l’équation de transport pour les fluctuations de la quantité

de mouvement par phase notée Eki . On forme ensuite l’équation u
′′
k,jEk,i + u

′′
k,iEk,j que l’on

moyenne sur le temps Tk de présence de la phase k. C’est-à-dire que l’on souhaite calculer :∫
Tk

(
u

′′
k,jEk,i + u

′′
k,iEk,j

)
dτ (IV.8)

On obtient le résultat suivant :

∂αkρku
′′
k,iu

′′
k,j

∂t
+

∂αkρku
′′
k,iu

′′
k,j ũk,l

∂xl
= −αkρku

′′
k,ju

′′
k,l

∂ũk,i
∂xl

− αkρku
′′
k,iu

′′
k,l

∂ũk,j
∂xl

−
∂αkρku

′′
k,iu

′′
k,ju

′′
k,l

∂xl

+αku
′′
k,j

[
−∂pk
∂xi

+
∂σk,il
∂xl

]
+αku

′′
k,i

[
−∂pk
∂xj

+
∂σk,jl
∂xl

]

+αku
′′
k,j

∂σ
′
k,il

∂xl
+ αku

′′
k,i

∂σ
′
k,jl

∂xl

−αku
′′
k,j

∂p
′
k

∂xi
− αku

′′
k,i

∂p
′
k

∂xj

−
∑
disc

1

T |vi.nk|
u

′′
k,iu

′′
k,jṁk (IV.9)
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En réarrangeant les termes de cette équation pour effectuer un parallèle avec le cas monopha-

sique, on a :

∂αkρku
′′
k,iu

′′
k,j

∂t
+

∂αkρku
′′
k,iu

′′
k,j ũk,l

∂xl
= ρkkαkPk,ij + ρkαkΠk,ij − ρkαkϵk,ij

+ρkαkMk,ij + ρkαkDk,ij + ΓkR
Γ
k,ij (IV.10)

avec :

ρkαkPk,ij = −αkρku
′′
k,ju

′′
k,l

∂ũk,i
∂xl

− αkρku
′′
k,iu

′′
k,l

∂ũk,j
∂xl

ρkαkΠk,ij = αkp
′
k

(
∂u

′′
k,i

∂xj
+

∂u
′′
k,j

∂xi

)

ρkαkϵk,ij = αkσ
′
k,il

∂u
′′
k,j

∂xl
+ αkσ

′
k,jl

∂u
′′
k,i

∂xl

ρkαkMk,ij = αku
′′
k,j

[
−∂pk
∂xi

+
∂σk,il
∂xl

]
+ αku

′′
k,i

[
−∂pk
∂xj

+
∂σk,jl
∂xl

]
ρkαkDk,ij = − ∂

∂xl

[
αk

(
p
′
ku

′′
k,j δil + p

′
ku

′′
k,i δjl

)
− αk

(
σ

′
k,ilu

′′
k,j + σ

′
k,jlu

′′
k,i

)]

−
∂αkρku

′′
k,iu

′′
k,ju

′′
k,l

∂xl

ΓkR
Γ
k,ij = −

∑
disc

1

T |vi.nk|
p
′
ku

′′
k,jδilnk,l −

∑
disc

1

T |vi.nk|
p
′
ku

′′
k,iδjlnk,l

+
∑
disc

1

T |vi.nk|
σ

′
k,ilu

′′
k,jnk,l +

∑
disc

1

T |vi.nk|
σ

′
k,jlu

′′
k,ink,l

−
∑
disc

1

T |vi.nk|
u

′′
k,iu

′′
k,jṁk (IV.11)

On remarque donc que le seul terme supplémentaire par rapport au cas monophasique est le

terme lié au changement de phase ΓkR
Γ
k,ij . Le terme Mk,ij est un terme spécifique au cas com-

pressible.

IV.3 Equation de transport de l’énergie cinétique turbulente

On pose kk = 1
2 ũ

′′
k,iu

′′
k,i. En appliquant la convention d’Einstein sur les indices répétés, on obtient

l’équation de transport de l’énergie cinétique turbulente :

∂αkρkkk
∂t

+
∂αkρkkkũk,l

∂xl
= −αkρkũ

′′
k,iu

′′
k,l

∂ũk,i
∂xl

+ αku
′′
k,i

[
−∂pk
∂xi

+
∂σk,il
∂xl

]

−
∂αkρk

u
′′
k,iu

′′
k,i

2 u
′′
k,l

∂xl
+ αku

′′
k,i

∂σ
′
k,il

∂xl
− αku

′′
k,i

∂p
′
k

∂xi

−
∑
disc

1

T |vi.nk|
u

′′
k,iu

′′
k,i

2
ṁk (IV.12)



34 Chapitre IV : Equations moyennées de la turbulence

soit en réarrangeant les termes :

∂αkρkkk
∂t

+
∂αkρkkkũk,l

∂xl
= ρkαkPk + ρkαkΠk − ρkαkϵk + ρkαkMk + ρkαkDk + ΓkK

Γ (IV.13)

avec :

ρkαkPk = −αkρkũ
′′
k,iu

′′
k,l

∂ũk,i
∂xl

ρkαkΠk = αkp
′
k

∂u
′′
k,i

∂xi

ρkαkϵk = αkσ
′
k,il

∂u
′′
k,i

∂xl

ρkαkMk = αku
′′
k,i

[
−∂pk
∂xi

+
∂σk,il
∂xl

]

ρkαkDk = − ∂

∂xl

[
αkp

′
ku

′′
k,i δil − αkσ

′
k,ilu

′′
k,i

]
−

∂αkρk
u
′′
k,iu

′′
k,i

2 u
′′
k,l

∂xl

ΓkK
Γ = −

∑
disc

1

T |vi.nk|
p
′
ku

′′
k,iδilnk,l +

∑
disc

1

T |vi.nk|
σ

′
k,ilu

′′
k,ink,l

−
∑
disc

1

T |vi.nk|
u

′′
k,iu

′′
k,i

2
ṁk (IV.14)

Le terme ΓkK
Γ est le terme lié au changment de phase. Le terme Mk est un terme spécifique

au compressible monophasique et multiphasique. Le terme Πk est présent en monophasique

uniquement dans le cas compressible. Dans le cas multiphasique, ce terme est présent si les phases

sont compressibles. Si les phases sont supposées incompressibles, ce terme existe instantanément

puisque le champ de vitesse fluctuant n’est pas à divergence nulle mais est nul en moyenne. En

effet, si les phases sont incompressibles alors on a :

∂uk,l
∂xl

= 0 ⇔
∂ũk,l
∂xl

= −
∂u

′
k,l

∂xl
(IV.15)

et en conséquence :

ρkαkΠk = −αkp
′
k

∂ũk,l
∂xl

= −αkp
′
k

∂ũk,l
∂xl

= 0 (IV.16)

L’énergie cinétique turbulente du mélange km est définie comme la somme des énergies pha-

siques :

ρmkm =
∑
k

ρkαkkk = ρm
ũ

′′
i u

′′
i

2
(IV.17)

L’équation de transport de l’énergie cinétique pour le mélange s’écrit donc :

∂ρmkm
∂t

+
∂ρmkmum,l

∂xl
= ρmPm + ρmΠm − ρmϵm + ρmMm + ρmDm + ΓmKΓ

m (IV.18)



IV.3 Equation de transport de l’énergie cinétique turbulente 35

avec :

ρmPm =
∑
k

ρkαkPk ; ρmΠm =
∑

k ρkαkΠk ; ρmϵm =
∑
k

ρkαkϵk

ρmMm =
∑
k

ρkαkMk ; ρmDm =
∑

k ρkαkDk ; ΓmKΓ
m =

∑
k

ΓkK
Γ
k (IV.19)

On détaille chacun des termes précédents pour un mélange de deux composants 1 et 2 en ap-

pliquant l’hypothèse de champ de vitesse homogène. De plus, on suppose que les termes de

fluctuations qui apparaissent sont égaux entre les phases.

Le terme de production ρmPm

ρmPm = ρ1α1P1 + ρ2α2P2

= −α1ρ1u
′′
1,iu

′′
1,l

∂ũ1,i
∂xl

− α2ρ2u
′′
2,iu

′′
2,l

∂ũ2,i
∂xl

= (α2ρ2 − ρm)u
′′
1,iu

′′
1,l

∂ũ1,i
∂xl

− α2ρ2u
′′
2,iu

′′
2,l

∂ũ2,i
∂xl

(IV.20)

si on suppose u
′′
1,iu

′′
1,l = u

′′
2,iu

′′
2,l = u

′′
i u

′′
l alors :

ρmPm = −ρmu
′′
i u

′′
l

∂um,i

∂xl
= τTm,il

∂um,i

∂xl
(IV.21)

Le terme de corrélation pression/dilatation ρmΠm

ρmΠm = ρ1α1Π1 + ρ2α2Π2

= α1p
′
1

∂u
′′
1,i

∂xi
+ α2p

′
2

∂u
′′
2,i

∂xi
(IV.22)

Si on suppose qu’à tout instant p
′
1 = p

′
2 = p

′
et u

′′
1,i = u

′′
2,i = u

′′
i alors

ρmΠm = p′ ∂u
′′
i

∂xi
(IV.23)

Le terme de dissipation ρmεm

ρmϵm = ρ1α1ϵ1 + ρ2α2ϵ2

= α1σ
′
1,il

∂u
′′
1,i

∂xl
+ α2σ

′
2,il

∂u
′′
2,i

∂xl
(IV.24)

Si on suppose à tout instant σ
′
1,il = σ

′
2,il = σ

′
il et u

′′
1,i = u

′′
2,i = u

′′
i alors :

ρmϵm = σ
′
il

∂u
′′
i

∂xl
(IV.25)
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Le terme de flux de masse ρmMm

ρmMm = ρ1α1M1 + ρ2α2M2

= α1u
′′
1,i

[
−∂p1
∂xi

+
∂σ1,il
∂xl

]
+ α2u

′′
2,i

[
−∂p2
∂xi

+
∂σ2,il
∂xl

]
(IV.26)

Si on suppose l’équilibre de pression p1 = p2 = pm alors :

ρmMm = α1u
′′
1,i

[
−∂pm

∂xi
+

∂σ1,il
∂xl

]
+ (1− α1)u

′′
2,i

[
−∂pm

∂xi
+

∂σ2,il
∂xl

]
(IV.27)

Le terme de diffusion ρmDm

ρmDm = ρ1α1D1 + ρ2α2D2

= − ∂

∂xl

[
α1p

′
1u

′′
1,i δil − α1σ

′
1,ilu

′′
1,i

]
−

∂α1ρ1
u
′′
1,iu

′′
1,i

2 u
′′
1,l

∂xl

− ∂

∂xl

[
α2p

′
2u

′′
2,i δil − α2σ

′
2,ilu

′′
2,i

]
−

∂α2ρ2
u
′′
2,iu

′′
2,i

2 u
′′
2,l

∂xl
(IV.28)

Si on suppose que σ
′
1,il = σ

′
2,il = σ

′
il ; u

′′
1,i = u

′′
2,i = u

′′
i et p

′
1 = p

′
2 = p

′
alors :

ρmDm = − ∂

∂xl

[
p′u

′′
i δil − σ

′
ilu

′′
i

]
−

∂ρm
ũ
′′
i u

′′
i

2 u
′′
l

∂xl
(IV.29)

Le terme de changement de phase ΓmK
Γ
m

ΓmKΓ
m = Γ1K

Γ
1 + Γ2K

Γ
2

= −
∑
disc

1

T |vi.n1|
p
′
1u

′′
1,iδiln1,l −

∑
disc

1

T |vi.n2|
p
′
2u

′′
2,iδiln2,l

+
∑
disc

1

T |vi.n1|
σ

′
1,ilu

′′
1,in1,l +

∑
disc

1

T |vi.n2|
σ

′
2,ilu

′′
2,in2,l

−
∑
disc

1

T |vi.n1|
u

′′
1,iu

′′
1,iṁ1 −

∑
disc

1

T |vi.n2|
u

′′
2,iu

′′
2,iṁ2 (IV.30)

On a par définition ṁ1 + ṁ2 = 0. Donc si on suppose u
′′
1,i = u

′′
2,i = u

′′
i ; p

′
1 = p

′
2 = p

′
et

σ
′
1,il = σ

′
2,il = σ

′
il et comme n1 = −n2, on a :

ΓmKΓ
m = 0 (IV.31)
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IV.4 Equation de transport du taux de dissipation

Kataoka et Serizawa [51] ont proposé une équation de transport pour le taux de dissipation

de l’energie cinétique moyenne avec l’hypothèse de phases pures incompressibles. Cette équation

met en évidence que la dissipation turbulente est affectée par les termes interfaciaux. Cependant,

la fermeture de ces termes est très difficile due à l’absence de mesures expérimentales dans les

écoulements avec changement de phase. En pratique, on utilise une équation simplifiée similaire

au cas monophasique.

On peut également souligner qu’en écoulement diphasique, la dissipation dilatationnelle εd n’est

pas nulle même lorsque les phases sont incompressibles. En effet :

ϵd =
4

3
µ s

′
kks

′
ll (IV.32)

avec :

s
′
ij =

1

2

(
∂u

′
i

∂xj
+

∂u
′
j

∂xi

)
(IV.33)

donc dans le cas de l’hypothèse de mélange homogène :

ϵd =
4

3
µ
∂u

′
k

∂xk

∂u
′
l

∂xl
(IV.34)
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Chapitre V

Simulation numérique d’écoulements

cavitants

V.1 Introduction

La modélisation et la simulation de la cavitation se heurtent à de nombreuses difficultés

liés au caractère diphasique, turbulent, compressible, instationnaire de ces écoulements. La mo-

délisation des phénomènes physiques mis en jeux comme le chemin thermodynamique lors du

changement de phase, les effets de déséquilibre (métastabilité), les effets de compressibilité et

l’interaction avec la turbulence n’est pas pleinement établie. Des questions propres aux tech-

niques numériques dans ce type d’écoulement persistent également. Il n’existe à ce jour AUCUN

code prédictif et fiable capable de simuler les situations de cavitation que l’on rencontre dans

des configurations académiques ou industrielles.

La mise en place d’outils de simulation numérique dédiés à l’étude de la cavitation couvre

trois grands axes d’étude :

• la modélisation diphasique et la thermodynamique des transitions de phase

• la modélisation de la turbulence en milieu diphasique

• la mise en place de schémas numériques adaptés

Dans le cadre de ce cours, nous nous intéressons uniquement aux modèles diphasiques moyennés,

de type mélange homogène 1-fluide, avec un traitement statistique de la turbulence (RANS),

formulé dans un cadre compressible.

V.2 Lois d’état et contraintes thermoynamiques

La modélisation du mélange comporte des difficultés liées à l’existence d’état thermodyna-

mique métastable pour l’une ou les deux phases. Un liquide initialement en équilibre thermo-

dynamique peut atteindre un état métastable lorsque la température est plus grande que la

valeur à saturation (liquide surchauffé) ou alors lorsque la pression est plus faible que la valeur

à saturation (liquide sous tension). La vapeur étant convectée dans l’écoulement, l’équilibre des
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pressions entre l’intérieure et l’extérieure d’une bulle n’est pas instantané. Des processus thermo-

dynamiques hors équilibres peut apparâıtre. Un certain nombre de contraintes sur la loi d’état

peut être formulé ainsi que sur la modélisation des termes de transfert interfaciaux.

Le calcul de la pression et de la température nécessite une loi d’état et une relation thermique

pour fermer le système d’équations. Les principales relations utilisées dans la littérature sont :

• Loi de Tait

• Loi de van der Waals

• Loi des gaz raides ou stiffened gas

• Loi de Tammann

• Loi de type Mie-Grüneisen

Loi de Tait

Il est possible dans le cas d’un écoulement faiblement compressible de prendre en compte la

compressibilité d’un fluide par la relation : ∆P = c2∆ρ

Loi de Tait :
ρ

ρref
= n

√
P + P0

Pref + P0

où ρref et Pref sont une masse volumique et une pression de

référence. Dans le cas de l’eau, P0 = 3 .108 et n = 7.

La vitesse du son c est une donnée pour chacune des phases.

Loi de van der Waals

Proposée en 1873, elle contient deux constantes a et b calées sur le comportement du fluide au

point critique. Elle représente l’une des premières lois d’état pour les gaz réels.(
P +

a

v2

)
(v − b) = rT où v est le volumique massique (V.1)

Cette loi produit une vitesse du son négative (dP/dρ < 0) dans la zone de transition de phase

(équilibre thermodynamique instable).

Loi des gaz raides

Elle est utilisée pour représenter des liquides, des gaz et même des solides. Un descriptif détaillé

de la loi est donnée dans [58]. La pression est liée à la masse volumique et l’énergie interne par :

P (ρ, e) = (γ − 1)ρ(e− q)− γp∞
Le terme (γ − 1)ρ(e− q) représente l’effet répulsif intermoléculaire. Le terme −γp∞ représente

l’attraction moléculaire, responsable de la cohésion des liquides ou des solides. Ce terme est nul

pour la loi d’état des gaz parfaits.

Elle est calée pour chaque fluide par les constantes γ et p∞ (q=0). En présence de changement de

phase, le paramètre q est non nul, et est appelé ”́energie de formation”. Les capacités calorifiques

sont constantes dans l’approximation des gaz raides.
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Plusieurs jeux de paramètres pour l’eau ont été proposés :

auteurs γ P∞ (Pa) q (J/kg) Cp (J/K.kg) c (m/s)

Saurel et Abgrall [72] 4.4 6 108 0 - 1625

Barberon et Helluy [8] 3 8.533 108 -0.1148 107 4200 1569

Paillere et al. [67] 2.8 8.5 108 0 4186 1486

Le Metayer et al. [59] 2.35 109 -0.1167 107 4268 1300

Chang et Liou [19] 1.932 1.1645 109 0 8095 1487

Table V.1 – Paramètres des gaz raides pour de l’eau froide

Loi de Tamman

Cette loi est équivalente à celle des gaz raides :P + Pc = ρLK(T + Tc)

L’utilisation des paramètres Pc, K, Tc, est une autre formulation de la loi des gaz raides para-

métrée par q, P∞ et γ.

Loi de type Mie-Grüneisen

La loi s’écrit : P (ρ, e) = P∞(ρ) + Γ(ρ)ρ
[
e− eref (ρ)

]
où Γ = 1

ρ
∂p
∂e

∣∣∣
ρ
est le coefficient de Grüneisen et P∞(ρ) est donné en fonction du fluide.

A partir de la loi de Mie-Grüneisen, en supposant les variations de masse volumique faibles, on

obtient la loi d’état des gaz raides. Pour des évolutions isentropiques, cela devient la loi de Tait.

Autre cas particulier : si P∞ est nul, alors on obtient la loi des gaz parfaits.

Loi de Benedict-Webb-Rubin

Pour s’approcher le plus possible de la représentation des gaz réels, il existe des lois d’état de

forme encore plus complexe comme l’équation de Redlich-Kwong-Soave ou aussi l’équation de

Benedict-Webb-Rubin [11].

La loi de Benedict-Webb-Rubin s’écrit :

P = RTd+ d2
(
RT (B + bd)−

(
A+ ad− aαd4

))
− 1

T 2

(
C − cd

(
1 + γd2

)
exp

(
−γd2

))
Avec, P la pression, R la constante des gaz parfaits, T la température, d la densité molaire, et a,

b, c, A, B, C, α, γ des paramètres empiriques. Cette loi est par exemple utilisée pour représenter

des fluides réfrigérants.

V.2.1 Condition sur l’entropie

Considérons un mélange diphasique avec une entropie, un état thermodynamique est dit stable

s’il correspond à un maximum absolu de l’entropie et métastable si c’est un maximum relatif.

L’entropie d’un état donné doit toujours vérifier le critère de concavité : d2s < 0 (la matrice

hessienne de s(ρ, e) doit être définie négative) afin de respecter le deuxième principe de la ther-

modynamique. Comme la concavité de s est équivalente à la convexité de l’énergie interne e [68],
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cette dernière condition doit être vérifiée pour le système non visqueux.

Avec l’introduction de ces paramètres adimensionnés :

λ =
ρ

P

(
∂P

∂ρ

)
s

; g =
P

ρT 2

(
∂T

∂s

)
ρ

; Γ =
ρ

T

(
∂T

∂ρ

)
s

(V.2)

des conditions de convexité ont été formulées [57, 68] pour des écoulements avec changement de

phase :

λ ≥ 0 ; g ≥ 0 ; λg − Γ2 ≥ 0 (V.3)

On montre que pour un mélange liquide-gaz régit par la loi des gaz raides les paramètres de

convexité s’écrivent :

λ =
ρc2

P
> 0 ; g =

γP

ρCpT
> 0 ; Γ =

γ

γ − 1

c2

CpT
(V.4)

Les deux premières conditions de convexité sont toujours respectées. La troisième s’écrit c2 ≥
(γ − 1)2CpT

γ
. Le respect de la condition dépend du choix des paramètres de la loi des gaz raides

[43].

V.2.2 Conditions sur la vitesse du son

Une première condition est liée au respect de l’hyperbolicité du système non visqueux.

D’autre part, la vitesse du son du mélange évolue entre deux bornes. Sans transfert de masse

et de chaleur, la vitesse des ondes suit celle de Wood ou Wallis [80]. Elle s’exprime comme la

moyenne harmonique des vitesses du son des phases pures :

1

ρc2wallis

=
α

ρvc2v
+

1− α

ρlc
2
l

(V.5)

Lorsque des échanges de masse et chaleur sont présents, la vitesse du son diminue. Il existe une

vitesse minimale qui correspond à l’équilibre thermodynamique local (équilibre des pressions,

des températures et des enthalpies libres entre les phases [69]). La formulation du modèle à

l’équilibre est donnée dans [73]. L’expression de la vitesse du son ceq est [45] :

c2eq =
h−

(
∂ρe
∂ρ

)
P(

∂ρe
∂P

)
ρ(

∂ρe

∂ρ

)
P

=
ρlhl − ρvhv
ρl − ρv(

∂ρe

∂P

)
ρ

=
1

γ − 1
− ρlhl − ρvhv

ρl − ρv

1

T

[
α

(
1

Cvv(γv − 1)
− ρv

dT

dP

)
+ (1− α)

(
1

Cvl(γl − 1)
− ρl

dT

dP

)]
Ainsi, l’égalité suivante est à respecter : ceq ≤ c < cwallis
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Par exemple, pour un mélange d’eau et sa vapeur à 20 o régit par la loi des gaz raides (en

supposant l’équilibre des pressions et températures), l’évolution de la vitesse du son en fonction

du taux de vide est donnée sur la figure V.1.

Figure V.1 – Vitesses du son dans un mélange d’eau froide en fonction de α

On constate que la vitesse du son de Wallis est symétrique par rapport à un taux de vide

α = 50%. Au contraire, la vitesse ceq est dissymétrique et est très faible dès qu’apparait un

peu de vapeur au sein du liquide. Sa valeur minimum est inférieure à 0.2 m/s, à comparer avec

la vitesse dans l’eau liquide proche de 1500 m/s. Enfin, la loi mélange de gaz raides vérifie la

contrainte sur la vitesse du son tant que le taux de vide α < 90%.

V.3 Modélisation de la turbulence et modèle de paroi

La modélisation de la turbulence doit tenir compte de l’interaction entre les deux phases et du

caractère compressible du mélange. La présence de bulles de vapeur dans l’écoulement se traduit

par une turbulence induite à la fois par le sillage des bulles dans l’écoulement ainsi que par les

fluctuations de pression provenant de la création et de l’implosion des bulles. Dans le cadre de

l’étude expérimentale d’une couche de mélange cavitante [5], il a été mis en évidence une modifi-

cation de l’intensité et de l’anisotropie de la turbulence. En revanche, cette même étude conclut

que le terme de production d’énergie cinétique par l’écoulement moyen Pm n’est pas modifié

par la cavitation. D’autre part, le transfert de masse entre les deux phases (même si celles-ci

sont supposées incompressibles à saturation) rend le champ fluctuant de vitesse non nul. Les

termes habituellement liés à la turbulence compressible Πm, Mm et ϵdm qui interviennent dans

l’équation de conservation de l’énergie cinétique turbulente ne sont donc plus nuls. Cependant,

l’absence de connaissances sur le comportement de ces termes ne permet pas de trancher sur leur

importance relative par rapport aux autres termes de l’équation ni de développer des modèles

pertinents (voir [23, 24]).

Un élément important pour la simulation est lié au modèle de paroi et au maillage de la zone

proche des parois. Les lois de paroi sont massivement utilisées dans les applications turbulentes

à grands nombres de Reynolds (notamment en turbomachines) pour relaxer la contrainte y+ ≃ 1

lors de l’élaboration des maillages. L’existence d’un profil de vitesse ”universel” dans une couche
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limite cavitante n’est pas attestée. De plus, en écoulement instationnaire, l’existence d’un profil

de vitesse instantané n’est pas vérifié.

V.3.1 Etude de lois de paroi

Considérons une loi de paroi à deux couches (sous-couche et loi log) :

u+ = y+ si y+ < 11.13

u+ =
1

κ
ln y+ + 5.25 si y+ > 11.13

u+ =
u

Uτ
; y+ =

yUτ

νw
; Uτ =

√
τw
ρw

(V.6)

avec κ = 0.41 la constante de von Karman.

On suppose que ces lois de paroi sont valides en écoulement diphasique et qu’il existe un profil

de vitesse à chaque pas de temps d’intégration. Pour évaluer la validité de ces hypothèses, des

comparaisons ont été effectuées avec un modèle TBLE (Thin Boundary Layer Equation). Ce

modèle est basé sur l’intégration d’un jeu d’équations simplifiées dérivé des équations de Navier-

Stokes moyennées :
∂ui
∂t

+
∂uiuj
∂xj

+
1

ρ

dP

dxi
=

∂

∂y

[
(µ+ µt)

∂ui
∂y

]
(V.7)

Figure V.2 – Sous-maillage dans une cellule adjacente à la paroi.

Un sous-maillage 1D est construit entre la paroi et le centre de la première maille adjacente à

la paroi (dans un cadre volumes finis cell-centered) comme indiqué sur la figure V.8). Les équa-

tions TBLE sont discrétisées et résolues sur ce sous-maillage imbriqué dans la première maille.

L’intégration est effectuée au moyen d’un algorithme de Newton pour le cisaillement pariétal τw.

Le nombre de noeuds du sous-maillage a été fixé à 30 (voir [42] pour plus de détails).

On s’intéresse à deux géométries de Venturi pour lesquelles se développent une poche de cavita-

tion instationnaire en aval du col (due à la diminution de pression dans le divergent). Le premier

Venturi est caractérisé par un angle du divergent de 4o. Au condition de l’expérience, une poche

instationnaire d’environ 80 mm de longueur moyenne se forme, dont la moitié est attachée au

col et la 2nde partie, fluctuante, est liée à une recirculation (voir figure V.3). On observe un

écoulement de retour composé d’un mélange liquide-vapeur : le jet rentrant. La dynamique de la
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poche est apériodique. Des mesures de profils de vitesse longitudinale et de taux de vide moyens

ont été effectuées à 5 stations illustrées sur la figure V.3 [9].

Figure V.3 – Schéma du Venturi 4◦ et visualisation de la poche.

Différents maillages ont été construits pour lesquels la valeur du y+ de première maille varie. Tous

les maillages sont composés de 251 noeuds dans la direction de l’écoulement avec un raffinement

en aval du col. Les valeurs de y+ obtenues à partir d’un calcul non cavitant varient entre 9 et 60

près du col (figure V.4). Tous les calculs ont été realisés avec le modèle de paroi à deux couches

et un modèle à 3 équations.
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Figure V.4 – Evolution du y+ de première maille près du col du Venturi 4o.

Les comparaisons sont axées sur le profil de vitesse moyenne obtenue à la station 3, qui correspond

au développement du jet rentrant. Quatre maillages et quatre modèles de turbulence (couplés

avec un limiteur de viscosité turbulente) sont comparés sur la figure V.5. Selon le modèle de

turbulence, différents comportements sont illustrés. Pour le modèle k− ℓ de Smith, les résultats

obtenus avec les 4 maillages sont similaires et en très bon accord avec l’expérience. Pour le

modèle k− ε de Jones-Launder, le jet-rentrant n’est pas calculé avec le maillage le plus grossier

251×59. Les résutats obtenus avec les 3 autres maillages sont similaires et en bon accord avec

l’expérience. Pour le modèle de Spalart-Allmaras, on observe des écarts importants entre les

solutions. Avec les maillages extrêmes (le plus grossier et le plus fin) le jet rentrant n’est pas

calculé. Le maillage intermédiaire 251 × 62 permet d’obtenir un bon résultat. Enfin, avec le

modèle k−ω SST de Menter, le meilleur résultat est aussi obtenu avec le maillage intermédiaire

251 × 62. La solution est dégradée avec le maillage plus fin et les maillages plus grossiers.

En conclusion, le maillage de proche paroi a une forte influence sur la simulation du jet rentrant

et de la recirculation. De plus, le maillage le plus fin ne permet pas forcément d’obtenir le meilleur

résultat (des calculs en maillage fin y+ ≃ 1 ont aussi été effectués).
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Figure V.5 – Profils de vitesse moyenne au puits 3, Venturi 4o.

La comparaison des deux modèles de paroi (deux couches et TBLE) associés au modèle k− ℓ de

Smith est effectuée sur le maillage 251×62. La figure V.6 montre les profils de vitesse moyenne

(à droite) et de taux de vide moyen (à gauche) au puits 3. Les résultats obtenus avec les deux

approches sont similaires et en très bon accord avec l’expérience.
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Figure V.6 – Profils de taux de vide et vitesse moyens au puits 3, Venturi 4o.

Le second Venturi est caractérisé par un angle du divergent de 8o. Au condition de l’expérience,

une poche oscillante périodique auto-entretenue est observée avec une fréquence d’environ 45

Hz. Un cycle comprend le développement du jet rentrant qui remonte vers le col, casse la poche

et permet le lâcher de strutures diphasiques vers l’aval (voir photo de la poche sur la figure

V.7). Des mesures de profils de vitesse longitudinale et de taux de vide moyens ont été effectuées

à 3 stations illustrées sur la figure V.7 [6]. Le paramètre de cavitation en entrée est d’environ

σentree ∼ 2.15.
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Figure V.7 – Schéma du Venturi 8◦ et visualisation de la poche.

Comme pour le précédent Venturi, une série de maillages pour lesquels le y+ de première maille

varie a été construite. Des simulations instationnaires ont été réalisées avec le modèle de turbu-

lence k − ℓ de Smith et le modèle de paroi à deux couches (voir [42]). Le tableau V.2 donne la

fréquence calculée, le nombre de cavitation en entrée et le coût CPU par rapport à un calcul en

maillage fin.

maillage y+ σentree fréquence (Hz) CPU ratio

174 × 77 2 2.13 30 1

2.18 pas de fréquence

174 × 62 4 2.13 35 0.817

2.17 40

174 × 60 8 2.13 35 0.80

2.19 43.5

174 × 59 12 2.14 44 0.776

174 × 57 20 2.145 46 0.747

174 × 56 30 2.14 46 0.736

Table V.2 – Fréquence du phénomène, paramètre de cavitation et coût CPU, Venturi 8◦.

On constate que le maillage le plus fin (calculé sans lois de paroi) ne permet pas de trouver la

bonne fréquence au condition de l’écoulement. Ceci est sans doute dû au mauvais comportement

des fonctions d’amortissement de la turbulence des modèles. Le déraffinement de la zone de paroi

améliore la simulation. Pour les 3 maillages les plus grossiers, une poche oscillante à la bonne

fréquence a été simulée. De plus, les profils de vitesse moyenne obtenus avec ces maillages sont

en bon acord avec l’expérience (non présentés ici). Enfin le gain en temps de calcul est de 25%

par rapport au maillage fin.

Pour finir, des comparaisons ont été effectuées entre les deux modèles de paroi sur ce deuxième

Venturi [42]. Les résultats pour la fréquence et les profils moyens ont été similaires. En conclusion,

la loi de paroi à deux-couches semble être une bonne approximation pour le calcul de poches de

cavitation.
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V.4 Méthodes numériques

La résolution numérique d’un système à 3 ou 4 équations est confrontée à plusieurs difficultés :

• Forte variation de la vitesse du son au sein de l’écoulement conduisant à la présence simul-

tanée de zones compressibles et incompressibles.

La variation importante de la vitesse du son s’illustre à partir du cas de l’eau et de la

formule de Wallis pour le calcul de la vitesse du son dans un mélange liquide/vapeur. La

vitesse du son dans l’eau liquide est de l’ordre de 1500 m/s tandis que la vitesse du son

dans la vapeur est de l’ordre de 450 m/s. En revanche, la vitesse du son de Wallis dans

un mélange liquide/vapeur est a minima de l’ordre de 4 m/s. Par conséquent, les effets de

compressibilité evalués à partir du nombre de Mach M diffèrent fortement d’une zone à

l’autre de l’écoulement en fonction de la composition du mélange. En reprenant les valeurs

précédentes des vitesses du son pour un écoulement dont la vitesse moyenne est de 10 m/s,

on obtient les valeurs suivantes pour le nombre de Mach : Mliq = 0.007 ; Mvap = 0.02 et

Mmel = 2.5. Le nombre de Mach varie donc sur 3 à 4 décades. La juxtaposition de zones

compressibles et incompressibles pose de nombreux problèmes. Les codes de calculs sont

séparés en deux catégories : les codes compressibles (density-based) étendus pour traiter

les zones à bas nombre de Mach et les codes incompressibles (pressure-based) étendus pour

traiter une masse volumique variable.

La proportion de zones incompressibles dans l’écoulement étant largement supérieure à la

proportion de zones compressibles, de nombreux codes de calcul utilisent un formalisme

incompressible pour la simulation des écoulements cavitants avec une modification de l’al-

gorithme pour traiter les zones à masse volumique variable. Cependant, c’est la zone de

mélange dans laquelle les effets de compressibilité sont les plus sensibles qui demande des

efforts de modélisation et est le siège des phénomènes associés à la cavitation. De plus,

une approche compressible permet naturellement d’introduire de la thermodynamique via

les lois d’états et de traiter des aspects propagatifs (ondes de pression qui participent à la

physique des problèmes).

D’autre part, les fortes variations et la non monotonie de la vitesse du son raidissent la

résolution numérique. Par exemple, considérons le cas de la double raréfaction dans un

tube de 1 m de long, initiallement empli d’eau à 1 bar, avec une discontinuité de vitesse

placée à mi-tube. Deux ondes de détentes et deux fronts d’évaporation apparaissent et se

déplacent vers les extrémités du tube. La forte dépression est à l’origine d’une ”poche” de

cavitation qui se forme au centre du tube, avec un taux de vide proche de 1. L’évolution

de la vitesse du son du mélange (modèle transport de taux de vide, voir [38]) le long du

tube est illustrée sur la figure V.8. On peut observer la grande variation de la vitesse du

son entre la zone liquide, la zone de mélange et la zone de quasi vapeur pure au centre du

tube. Ces fortes variations entrâınent la divergence ou l’explosion de nombreux calculs.

Enfin, on observe une perte d’efficacité des phases implicites pour la simulation de poches
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de cavitation. Les phases implicite usuelles sont peu efficaces en écoulements cavitant où

le nombre de CFL est inférieur à 0.5. Ceci serait lié aux gradients de vitesse de son. Des

travaux récents ont montré l’intérêt d’introduire les variations de vitesse du son dans la

formulation pour retrouver une meilleure efficacité (voir [14]).
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Figure V.8 – Vitesse du son du mélange le long du tube à détente.

• Forts gradients de masse volumique entre le liquide et la vapeur.

Le ratio entre les masses volumiques des phases pures ρl/ρv est extrêmement grand pour

l’eau - autour de 50000 - ce qui raidit fortement la résolution numérique. Pour le cas de la

double raréfaction dans un tube de 1 m empli d’eau, avec une fraction initiale de gaz de

10−2 et sans transfert de masse, différents schémas à capture de choc ont été comparés :

AUSM+up, VF Roe non conservatif, HLLC, Rusanov et Jameson-Schmidt-Turkel. L’évo-

lution de la pression et du taux de vide pour un maillage de 5000 noeuds est présentée

sur la figure V.9, à un instant t fixé. Tous les schémas ont permis d’obtenir une solution

correcte.
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Figure V.9 – Double raréfaction en eau sans transfert de masse.

Sur ce même cas, lorsque le transfert de masse est introduit, les gradients de masse volu-

mique sont beaucoup plus forts. Le taux de vide dans la poche de cavitation grimpe jusqu’à

70% lorsque la vitesse de stretch du fluide est de 2 m/s et est proche de 100% lorsque la

vitesse est de 100 m/s. Pour tous les cas avec transfert de masse, il a été impossible d’ob-

tenir une solution avec les schémas AUSM+up, VF Roe non conservatif et HLL couplés

avec un modèle de transport du taux de vide. Seuls les schémas les plus diffusifs, Rusanov

et Jameson, ont permis d’obtenir une solution correcte. La figure V.10 présente l’évolution

de la pression et du taux de vide avec transfert de masse pour le cas où la discontinuité
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de vitesse initiale est de 2 m/s. Les solutions obtenues avec les schémas de Jameson et

Rusanov sont comparées avec la solution 2-fluide de Zein et al. [81].
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Figure V.10 – Double raréfaction en eau avec transfert de masse.

D’autre part, la valeur de ρv doit en général être introduite dans les codes de calculs. Il

peut être choisi une valeur plus grande que la valeur physique à saturation pour réduire la

raideur du système à intégrer. Par exemple, pour l’eau à 20o, ρsatv = 0.02 kg/m3. Certains

calculs sont effectués avec une valeur plus grande, 1 ou 10.

Un test de l’influence de la valeur de ρv a été effectué sur le cas du Venturi 4o avec un

modèle 1-fluide à 3 équations et le modèle de turbulence de Spalart-Allmaras sans limiteur

de viscosité turbulente. La figure présente le contour de taux de vide en aval du Venturi

pour deux calculs : à droite ρv=10 kg/m3 et à gauche ρv=1 kg/m3. On constate que la

solution est bien différente entre les deux cas. Avec la valeur la plus élevée de la masse

volumique de la phase vapeur, la poche est épaisse avec une interface très diffuse et ne

présente pas de recirculation en zone de fermeture. Avec l’autre valeur, la poche est plus

fine, l’interface plus raide et une recirculation est bien visible avec un lâcher de structure.

La diminution de ρv à la valeur physique modifie peu la poche simulée. Un facteur ρl/ρv

de 1000 semble être un minimum pour ces simulations.
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Figure V.11 – Champ de taux de vide dans la poche de cavitation du Venturi 4o, ρv=10 kg/m3

(droite) et ρv=1 kg/m3 (gauche).

• Propagation d’ondes de pression.

Pour les géométries confinées (Venturi, canaux, turbomachines...), les ondes de pression

générées par le collapse des structures transitent dans le domaine de calculs. Il se pose le

problème du traitement des conditions aux limites pour éviter un retour d’ondes parasites

(conditions non reflectives).

Considérons par exemple la simulation instationnaire du Venturi 8o avec un modèle de

transport de taux de vide. La figure V.12 présente le champ de pression obtenu avec deux
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conditions de sortie différentes : à droite une condition de pression et à gauche une condi-

tion de non réflection. On observe des perturbations de pressions parasites en sortie qui

remontent l’écoulement avec la condition de pression.
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Figure V.12 – Champ de pression instantanée, Venturi 8o.

• Equation non conservative avec termes sources raides.

Dans de nombreux modèles diphasiques apparâıt une équation non conservative pour

la fraction volumique de gaz. Différents travaux se sont intéressés à la résolution d’une

équation de transport sous forme conservative ou non associée à un problème multifluide

[1, 2, 71, 72]. Il a été montré que la discrétisation du système conservatif ne donnait pas

de résultats corrects et que des oscillations de pression autour de l’interface apparaissaient.

Ces perturbations sont d’autant plus fortes que les rapports de densité et de pressions entre

les fluides considérés sont élevés. Le point de départ est lié à la remarque suivante : l’évo-

lution de la pression au cours du temps dépend uniquement des gradients de vitesse et de

pression, or à travers une discontinuité de contact ou interface ces gradients sont nuls, ce

qui signifie que la pression doit rester constante. Ainsi si la vitesse u et la pression P sont

uniformes dans l’écoulement au temps n∆t, ils doivent le rester au temps (n + 1)∆t. Ce

principe de ”préservation” de l’interface permet de mettre en évidence une discrétisation

non conservative d’équation de transport du problème.

Considérons un système 1-fluide à 4 équations avec une équation de transport du taux de

vide du type (formulée en 1D) :
∂α

∂t
+ u

∂α

∂x
= S (V.8)

On utilisera une formulation divergence pour l’intégration volumes finis :

∂α

∂t
+

∂αu

∂x
= S + α

∂u

∂x
(V.9)

A comparer avec une formulation conservative basée sur l’intégration de la variable ρα

selon l’équation :
∂ρα

∂t
+

∂ραu

∂x
= ρS (V.10)

Nous comparons ces deux formulations sur le cas de la double raréfaction avec une fraction

de gaz initiale αinit = 10−2 et une vitesse de stretch du fluide de 2 m/s. La figure V.13

donne l’évolution de la pression au temps t = 3.2 ms obtenue en intégrant l’équation du

taux de vide sous forme non conservative. Le schéma de Rusanov est utilisé pour ce calcul.

Un zoom du centre du tube est tracé sur la droite où une petite baisse de la pression est
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visible (due à un faible refroidissement local car la vaporisation est endothermique). La

solution numérique est non oscillante.
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Figure V.13 – Double raréfaction en eau avec transfert de masse, forme non conservative.

La forme conservative est intégrée avec le schéma de Rusanov. L’évolution de la pression

au même instant est tracée sur la figure V.14. On observe des oscillations de la solution

numérique, bien visibles sur la partie droite de la figure.
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Figure V.14 – Double raréfaction en eau avec transfert de masse, forme conservative.

Enfin, la difficulté de résolution de l’équation de transport du taux de vide α est aussi

liée à la présence d’un terme source plus ou moins compliqué incluant des gradients des

variables primitives. Il se pose le problème de l’implicitation du terme source (linéarisation,

détermination du jacobien, etc.).

V.5 Codes compressible et incompressible

Les écoulements cavitants faisant intervenir à la fois des zones compressibles et incompressibles,

aussi bien des codes compressibles (hyperboliques) qu’incompressibles (elliptiques) ont été utili-

sés pour simuler la cavitation.

Les codes compressibles sont basés sur la résolution couplée des lois de conservation compressibles

auxquelles s’ajoutent des lois thermodynamiques permettant d’évaluer la pression et la tempéra-

ture du mélange. Pour les écoulements à basse vitesse, la dominance du terme de convection rend

le système raide ce qui nuit à la convergence des solveurs compressibles. Un préconditionnement

est alors nécessaire. Les ondes acoustiques physiques sont remplacées par des pseudo-ondes qui

évoluent à une vitesse plus proche de la vitesse de l’écoulement, réduisant la raideur du système.

Les codes incompressibles sont basés sur la résolution ségrégée des lois de conservation incom-
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pressibles auxquelles s’ajoute une équation de Poisson pour la pression. Les algorithmes utilisés

reposent sur des méthodes de prédiction-correction, dans laquelle on estime la solution par des

quantités intermédiaires, puis on les corrige afin qu’elles vérifient la divergence de la vitesse

nulle, et ainsi de suite jusqu’à ce que les corrections appliquées tendent vers zéro. L’algorithme

couramment utilisé pour effectuer l’avance en temps est la méthode SIMPLE ou l’une de ses

variantes. Cet algorithme se base sur une prédiction de la pression puis une correction de cette

valeur estimée. Dans la simulation d’un écoulement cavitant, la densité peut être déterminée

à partir de la pression (via une loi barotrope ρ(P )) ou par une équation de transport du taux

de vide. Un exemple d’algorithme SIMPLE modifié pour traiter la cavitation est donné sur la

figure V.15.

Figure V.15 – Algotithme SIMPLE modifié pour la cavitation.
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V.5.1 Préconditionnement du système compressible à 3 équations

Le préconditionnement est basé sur la modification du terme de dérivée temporelle par une

multiplication avec une matrice Pe, dite matrice de préconditionnement en variable primitive.

On choisit le jeu de variables primitives W = (P, u, s) où s désigne l’entropie spécifique. Les

équations d’Euler 1-fluide préconditionnées s’écrivent :

P−1
e

∂W

∂t
+ Ae

∂W

∂x
= 0 (V.11)

La matrice de Turkel est utilisée [46, 78] :

Pe =

 β2 0 0

0 1 0

0 0 1

 ;
Ae =

 u ρc2 0

1/ρ u 0

0 0 u



β est un paramètre d’ordre de grandeur du nombre de Mach local. Nous avons choisi la formu-

lation de Choi et Merkle :

β2 = min
[
max

(
M2, θM2

∞
)
, 1
]

(V.12)

Cette forme implique qu’il n’y a pas de préconditionnement en régime transonique et superso-

nique (dans le mélange liquide/vapeur). Dans ce cas, β2 = 1, la matrice Pe devient la matrice

identité. De plus, pour une vitesse très faible, β2 ne dépasse pas un certain pourcentage de la

vitesse infinie amont M∞, déterminé par le coefficient θ. Pour des calculs non visqueux, θ est

usuellement pris égal à 1.

Les valeurs propres du système préconditionné sont :

u ; λ± =
1

2

[
u(1 + β2)±

√
(β2 − 1)2u2 + 4β2c2

]
(V.13)

En variables conservatives w = [ρ, ρu, ρE], la forme correspondante est :

P−1
c

∂w

∂t
+ Ac

∂w

∂x
= 0 (V.14)

Avec la matrice de preconditionnement P−1
c =

∂w

∂W
P−1
e

∂W

∂w
et Ac désigne la matrice jacobienne

des flux convectif.

La matrice Pc peut s’écrire : P−1
c = Id +

(1− β2)

β2(h− q)
× M où Id est la matrice identité et la

matrice M est définie par [43] :

M =


u2

2
−u 1

u2

2
u −u2 u

u2

2
(H − q) −u(H − q) H − q


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Cette matrice M est idempotente (i.e. M2 = M). L’inverse de Pc peut alors facilement se cal-

culer : Pc = Id +
(β2 − 1)

(h− q)
×M .

Caractéristiques préconditionnées pour les conditions aux limites

Le traitement numérique des conditions aux limites repose sur l’utilisation des caractéristiques

du système des équations d’Euler préconditionnées. Les relations de compatibilité discrétisées

s’écrivent, pour un écoulement bidimensionnel :

−c2(ρc − ρs) + (P c − P s) = 0 (V.15)

V c
t − V s

t = 0 (V.16)

(λ+ − Vn)(P
c − P s) + ρβ2c2(V c

n − V s
n ) = 0 (V.17)

(λ− − Vn)(P
c − P s) + ρβ2c2(V c

n − V s
n ) = 0 (V.18)

Les variables avec l’exposant c sont celles à calculer aux frontières. Les variables avec l’exposant

s désigne celles obtenues avec le schéma numérique. Vt et Vn sont respectivement les composantes

tangente et normale de la vitesse.

En entrée, quatre variables doivent être imposées : on choisit les pression et température d’arrêt

Pi et Ti ainsi que la direction de la vitesse (deux angles). Une méthode de Newton permet

d’évaluer la pression à partir de la relation (V.25) et les variables conservatives peuvent être

évaluées à la frontière.

En sortie, seulement une variable est imposée : on choisit la pression statique. Les variables

conservatives sont calculées à partir des trois relations (V.22)-(V.24).

On suppose qu’aux entrée et sortie du domaine de calcul, l’écoulement est composé de liquide

pur (pas de cavitation, ni de transport de vapeur).

V.5.2 Préconditionnement du système compressible à 4 équations

On considère un modèle avec une équation de transport du taux de vide [41]. En variables

primitives W = (P, u, e, α), les équations d’Euler préconditionnées s’écrivent : :

P−1
e

∂W

∂t
+ Ae

∂W

∂x
= 0 (V.19)

On utilise une forme de matrice de préconditionnement suivant les travaux de Turkel :

Pe =


β2 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ;
Ae =


u ρc2 0 0

1/ρ u 0 0

0 P/ρ u 0

0 −K 0 u


où β suit la formulation de Choi et Merkle comme précédemment.
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Les valeurs propres du système préconditionné sont :

u;u ; λ± =
1

2

[
u(1 + β2)±

√
(β2 − 1)2u2 + 4β2c2

]
(V.20)

En variables conservatives (sauf pour α) w = [ρ, ρu, ρE, α], la forme correspondante est :

P−1
c

∂w

∂t
+ Ac

∂w

∂x
= 0 (V.21)

Avec la matrice de préconditionnement P−1
c =

∂w

∂W
P−1
e

∂W

∂w
et Ac désigne la matrice jacobienne

des flux convectifs.

La matrice Pc peut s’écrire : P−1
c = Id +

(1− β2)

β2
× M où Id est la matrice identité et la

matrice M est définie par :

M =
F

G
×



u2

2
−A −u 1 −C

(
u2

2
−A)u −u2 u −Cu

(
u2

2
−A)E −uE E −CE

(
u2

2
−A)J −uJ J −CJ



Avec les quantités A, B, C, F , G, J définis par :

d(ρe) = Adρ+BdP + Cdα

1

c̃2
=

1− α

c2l
+

α

c2v

A =

(
∂ρe

∂ρ

)
P,α

= α(qv − ql)

(
∂ρv
∂ρ

)
α

= α(qv − ql)
c̃2

c2v

B =

(
∂ρe

∂P

)
ρ,α

=
α

γv − 1
+

1− α

γl − 1
=

1

γ − 1

C =

(
∂ρe

∂α

)
ρ,P

= ρv(ev − qv)− ρl(el − ql) + ρI(qv − ql)

F =
c̃2

γ − 1
(ρl − ρv) + C

G = (e−A)(F + C)− C
c̃2

γ − 1

J =
1− γ−1

c̃2
(e−A)

(ρl − ρv) + C
(
γ−1
c̃2

)
Cette matrice M est idempotente et l’inverse de Pc est : Pc = Id + (β2 − 1)×M .
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Vecteurs propres et relations caractéristiques du sytème à 4 équations

Le système en variables primitives W = (α, P, u, e) s’écrit :

∂

∂t


α

P

u

e

 +


u 0 −K 0

0 u ρc2 0

0 1/ρ u 0

0 0 P/ρ u

 ∂

∂x


α

P

u

e

 = 0

Les valeurs propres sont (u, u, u− c, u+ c) et les vecteurs propres à droite associés :

R1 =


0

0

0

1

 R2 =


1

0

0

0

 R3 =


-
Kρ

P
ρ2c2

P
-
ρc

P
1

 R4 =


-
Kρ

P
ρ2c2

Pρc

P
1


Les vecteurs propres à gauche sont

tL1 =


0

-
P

ρ2c2

0

1

 tL2 =


1
K

ρc2

0

0

 tL3 =


0
P

2ρ2c2

-
P

2ρc
0


tL4 =


0
P

2ρ2c2
P

2ρc
0


Les relations caractéristiques sont données par :

tLi

(
∂W

∂t
+A

∂W

∂x

)
= 0

Soit finalement :

dP

d t
− c2

d ρ

d t
= 0

dα

d t
− K

ρ

dρ

d t
= 0

dP

d t
− ρc

d u

d t
= 0

dP

d t
+ ρc

d u

d t
= 0

Caractéristiques préconditionnées du système à 4 équations

Le traitement numérique des conditions aux limites repose sur l’utilisation des caractéristiques

du système des équations d’Euler préconditionnées. Les relations de compatibilité discrétisées

s’écrivent, pour un écoulement bidimensionnel :

−c2(ρc − ρs) + (P c − P s) = 0 (V.22)

V c
t − V s

t = 0 (V.23)

ρ(αc − αs)−K(ρc − ρs) = 0 (V.24)

(λ+ − Vn)(P
c − P s) + ρβ2c2(V c

n − V s
n ) = 0 (V.25)

(λ− − Vn)(P
c − P s) + ρβ2c2(V c

n − V s
n ) = 0 (V.26)
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Les variables avec l’exposant c sont celles à calculer aux frontières. Les variables avec l’exposant

s désigne celles obtenues avec le schéma numérique. Vt et Vn sont respectivement les composantes

tangente et normale de la vitesse.

En entrée, on impose les pression et température génératrices, la direction de la vitesse et la

valeur initiale du taux de vide. La pression est évaluée avec la relation (V.26) et toutes les

variables peuvent être calculées à la frontière.

En sortie, la pression statique est imposée. Les variables conservatives sont calculées au moyen

des 4 relations (V.22)-(V.25).

V.5.3 Comparaison de codes compressible et incompressible

Nous comparons le code compressible préconditionné CaviFlow avec le code incompressible IZ

sur le cas du Venturi 4o. Ce dernier résout un système 1-fluide barotrope couplé à un modèle de

turbulence à équation de transport. La résolution numérique repose sur une méthode pression-

vitesse de type SIMPLE modifiée pour prendre en compte les variations de la masse volumique

du mélange. Les calculs sont instationnaires et la masse volumique est calculée via une relation

barotrope sinusoidale [26, 27].

Les calculs instationnaires ont été effectués sur le même maillage. Le modèle de cavitation

repose sur une loi d’état sinus pour les deux codes (loi barotrope pour le code incompressible et

loi d’état isotherme pour le code compressible). Le modèle de turbulence k − ε couplé avec le

limiteur de Reboud a été utilisé (voir [40]). Une visualisation qualitative des poches de cavitation

simulées est présentée sur la figure V.16 où le taux de vide instantané est tracé. Les solutions

numériques obtenues sont bien différentes : la solution compressible restitue une poche en bon

accord avec les visualisations expérimentales (poche attachée au col jusqu’à l’abcisse x = 0.03 m

suivi d’une recirculation avec des lâchers de structures diphasiques peu étendus) ; au contraire,

le code incompressible a fourni une poche oscillante périodique à basse fréquence (autour de 6

Hz) sans jet-rentrant.
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Figure V.16 – Contour instantané du taux de vide en aval du col du Venturi 4o, code incom-

pressible (gauche) et code compressible (droite).

La figure V.17 présente les profils de vitesse longitudinale et de taux de vide moyens au puits 3.

Pour le taux de vide, les profils moyens donnés par les deux codes sont très proches et en bon

accord avec le profil expérimental. Le profil de vitesse moyen obtenu avec le code compressible

présente une recirculation en bon accord avec l’expérience. Au contraire, la solution issue du
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code incompressible ne fait pas apparâıtre le jet rentrant.
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Figure V.17 – Profils de taux de vide (gauche) et de vitesse (droite) au puits 3, Venturi 4o.

Une autre comparaison avec le code incompressible openFOAM a été effectuée sur le même cas

test. Les simulations ont été réalisées sur un maillage similaire (seules quelques mailles près de

la sortie du domaine de calcul diffèrent). Le modèle de turbulende k − ω SST de Menter a été

choisi. Les modèles de cavitation considérés sont basés sur une équation de transport du taux

de vide, notamment le modèle de Kunz pour openFOAM (voir [20]).

La figure V.18 permet d’avoir une allure des poches de cavitation simulées par les deux codes via

le tracé du contour instantané du taux de vide en aval du col du Venturi. La solution numérique

fournie par le code OpenFOAM fait apparâıtre une poche attachée étendue avec un taux de

vide proche de 1. On visualise près de la paroi autour de l’abcisse x = 0.05 m un fin film liquide

(en rouge). Pour le code compressible, on peut observer une poche attachée jusqu’à l’abscisse

x = 0.03 m avec un taux de vide proche de 1. En aval, une zone de lâchers diphasiques est bien

visible. Ce résultat est en bon accord avec les visualisations expérimentales.

Figure V.18 – Contour instantané du taux de vide en aval du col du Venturi 4o, code incom-

pressible (gauche) et code compressible (droite).

Sur la figure V.19 sont tracés les profils de taux de vide et vitesse moyens à la station de mesure

3. On observe que le taux de vide obtenu avec le code openFOAM es largement sur-estimé et

atteint la valeur de 95%. De plus, l’épaisseur de la poche est sous-estimée et un film liquide est

simulée près de la paroi. En ce qui concerne la prédiction du jet-rentrant, la solution openFOAM

reproduit très mal ce phénomène. Au contraire, la solution obtenue avec le code compressible

est conforme à la poche expérimentale.
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Figure V.19 – Profils de taux de vide (gauche) et de vitesse (droite) au puits 3, Venturi 4o.

Pour conclure, la topologie des poches de cavitation simulées par les deux codes incompressibles

testés est en mauvais accord avec les résultats expérimentaux, notamment en ce qui concerne la

simulation du jet-rentrant. La confrontation avec l’expérience montre que le code compressible

permet d’obtenir une bien meilleure description de la poche par rapport aux codes incompres-

sibles. Est-ce lié à un aspect compressiblité de l’écoulement ? Ou un aspect propagatif lié aux

ondes de pression qui transitent dans l’écoulement ?

V.6 Cavitation non isotherme

La cavitation est un phénomène endothermique. La vaporisation du liquide consomme de

l’énergie, créant un refroidissement local dans la poche constituée d’un mélange liquide/vapeur.

Dans le cas de la cavitation en eau froide, ce refroidissement est faible et influence peu les

grandeurs thermodynamiques du fluide. Par contre, pour un fluide dit thermosensible, ce refroi-

dissement peut être important et les grandeurs thermodynamiques du fluide varient de manière

plus significative aux variations de température, en particulier la pression de vapeur saturante

(Figure V.20). Pour une température locale plus faible, la pression de vapeur saturante diminue,

et les phénomènes de cavitation sont atténués, ce qu’on appelle le retard thermodynamique à la

cavitation.

Figure V.20 – Diagramme de phase pression-température.



V.6 Cavitation non isotherme 61

Les fluides thermosensibles (eau chaude, carburants, réfrigérants, fluides cryogéniques...) se ca-

ractérisent par une pente de la pression de vapeur dPvap/dT très grande par rapport à l’eau

froide. Par exemple, le tableau (V.6) compare les propriétés pour l’eau et le réfrigérant fréon

R-114 à 20o.

Tref Pvap ρl ρv dPvap/dT

(K) (bar) (kg/m3) (kg/m3) (Pa/K)

eau 293 0.023 998 0.0173 146

fréon R-114 293 1.811 1471 13.53 6070

Table V.3 – Caractéristiques thermodynamiques de l’eau et du fréon R-114 à 20o

Un bilan enthalpique entre les deux phases permet d’évaluer la différente de température ∆T ∗

causée par l’effet thermodynamique. Le B-facteur est défini comme le rapport entre le refroidis-

sement local effectif et ∆T ∗ [36] :

∆T ∗ =
ρvLvap

ρlCpl

et B =
∆T

∆T ∗ (V.27)

où Lvap est la chaleur latente et Cpl est la capacité calorifique à pression constante de la phase

liquide. Le B-facteur est identique au nombre de Jakob Ja utilisé pour la description des écou-

lements bouillants.

V.6.1 Régime inertiel, régime thermique et temps caractéristiques

La modélisation du changement de phase non isotherme (cavitation ou ébullition) met en évi-

dence une modification du phénomène due à l’échange de chaleur autour de la bulle. Une sépa-

ration a été proposée entre le régime inertiel où les transferts de chaleur sont peu importants

et le régime thermique où les transferts de chaleur pilotent les processus d’évaporation et de

condensation [55].

En régime inertiel, la croissance d’un bulle de vapeur sphérique est régie par l’équation de

Rayleigh-Plesset. Pour un rayon inital R0 le temps caractéristique de croissance est :

tinertiel =

√
3

2

ρlR
2
0

(Pvap − P )
(V.28)

En régime thermique, la croissance de la bulle est limitée par le flux de chaleur à l’interface entre

le liquide et la vapeur. Dans ce cas, nous avons la relation suivante [76, 66] :

tthermique =
π

16

R2
0

f(Ja) Ja2Dth
l

(V.29)

où f(Ja) est une fonction correctrice et Dth
l est la diffusivité thermique de la phase liquide.

Pour un fluide thermosensible, la croissance d’une bulle commence en régime inertiel et le régime

thermique apparâıt très rapidement. Plus le fluide est thermosensible, plus le régime thermique

apparâıt rapidement. Pour des valeurs faibles du nombre de Jakob, le temps de transition entre



62 Chapitre V : Simulation numérique d’écoulements cavitants

les deux régimes peut être évalué : il est plus petit que 1 µs pour l’eau chaude, le fréon R-114

et pour les fluides cryogéniques (LH2, LOx). De même, on montre un résultat similaire pour la

condensation de la bulle.

Ce qui veut dire qu’en pratique, pour la cavitation en fluide thermosensible, le régime thermique

est dominant. Cependant, la plupart des travaux numériques sur la cavitation avec effets ther-

modynamiques est basée sur le régime inertiel (par exemple [48]), ce qui est incorrect. D’autres

modèles commencent à se développer basés sur les échanges de chaleur interfaciaux et une ciné-

tique de changement de phase [22].

Un point déterminant dans la modélisation des transferts de masse et de chaleur est lié à la

fermeture des termes interfaciaux des modèles 2-fluide (modèles à 6 équations) ou la fermeture

du terme de tansfert de masse par des considérations thermiques dans les modèles 1-fluide à 4

équations. Usuellement, les termes interfaciaux sont reliés à des temps de relaxation εP, u, T, g

relatifs à l’équilibre des pressions, vitesses, températures et potentiels chimiques. L’estimation

de ces temps caractéritiques est très difficile à effectuer, notamment le temps de relaxation des

potentiels chimiques. De même, un temps de relaxation apparâıt dans la formulation du modèle

HRM. Des relations empiriques issues d’expériences en ingénierie nucléaire ont été utilisées pour

l’estimer. Cependant, ces temps ne sont pas universels et dépendent fortement de la configuration

considérée et des conditions d’écoulements.

Selon les études effectuées en détonation présentées dans [50] et reprises dans [53], les temps de

relaxation pour P , T et u ont été estimés :

εP = 3.0 10−8s

εu = 1.0 10−7s

εT = 1.8 10−2s

Pour un tel problème, le temps caractéristique de l’écoulement est d’environ 10−4 s. Donc les

équilibres de pression et de vitesse se produisent rapidement. Cependant, le temps de retour à

l’équilibre themrique est élevé en comparaison avec le temps caractéristique de l’écoulement :

l’écoulement est donc en déséquilibre thermique.

Des estimations empiriques du temps de relaxation du potentiel chimique ont été proposées

par EDF dans le cadre du projet NEPTUNE [16]. Ce temps εg pour un changement de phase

eau/vapeur varierait entre 0.1 et 1 s.

Ainsi, il semble raisonnable de supposer que les temps de relaxation pour les vitesses et les

pressions sont très rapides et à la limite infiniment rapide. Cependant pour les relaxations des

températures et des potentiels chimiques, c’est bien plus flou. Vraisemblablement, l’hypothèse

de temps de relaxations infinis est forte dans de nombreux cas.

V.6.2 Refroidissement et échauffement dans un Venturi en fréon R-114

Le fréon R-114 est un fluide thermosensible utilisé pour étudier la cavitation avec effets ther-

modynamiques à température ambiante. Une boucle d’essais à été mise en place au Cremhyg à
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Grenoble et un Venturi caractérisé par un angle du divergent à 4o a été testé en régime cavitant

[77, 37].

On s’intéresse à la simulation numérique de ce cas pour étudier les variations de température

induites par le changement de phase. Des questions demeurent sur l’estimation du refroidisse-

ment local dans la poche lié à la vaporisation du liquide et le réchauffement du fluide en aval de

la poche lié à la condensation de la vapeur. Un tel phénomène a été décrit dans le cas d’un Ven-

turi en eau chaude [70] par l’utilisation de la thermographie infrarouge. Les auteurs ont mesuré

une baisse de température d’environ 0.4 K au voisinage du col et une élévation de température

jusqu’à 1.4 K en aval de la poche.

Différentes simulations stationnaires turbulentes ont été réalisées sur le Venturi en fréon R-114

avec un modèle à 3 équations [44] et un modèle à 4 équations [39]. La température de référence

de l’écoulement est Tref = 20o. Le modèle de turbulence de Spalart-Allmaras a été utilisé pour

ces comparaisons.

La figure V.21 présente la différence de température T − Tref dans le divergent du Venturi. Le

refroidissement local dû à la vaporisation du liquide est bien visible (valeurs négatives). En aval

de la poche, le comportement des modèles diffère. Avec le modèle à 3 équations la température

du mélange est retournée à sa valeur de référence. Au contraire, le modèle de transport de taux

de vide permet de simuler un réchauffement qui peut atteindre localement 4 K.
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Figure V.21 – Différence de température T − Tref (K) en aval du col du Venturi : modèles

3-équation (gauche) versus 4-équation (droite).
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Figure V.22 – Gradient de température (K/m) en aval du col du Venturi : modèles 3-équation

(gauche) versus 4-équation (droite).

Le gradient de température du mélange est illustré sur la figure V.22 pour les deux modèles

(l’échelle de gris est la même pour les deux figures). La différence de comportement des modèles
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est flagrante en zone de fermeture de la poche de cavitation. Le modèle à 3 équations ne restitue

aucune variations de température à la fin de la poche. Au contraire, de forts gradients sont

obtenus en zone de fermeture et en aval de la poche en utilisant le modèle de transport de taux

de vide. Cependant, les ordres de grandeurs de ce réchauffement sont inconnus et dépendent

fortement de la modélisation de la condensation.
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[29] J-M. Delhaye. Les divers modèles d’écoulements diphasiques gaz-liquide. La Houille

Blanche, 3-4 :179–190, 1984.

[30] J-M. Delhaye. Ecoulements diphasiques. cours de l’ENSHMG, INP Grenoble, 2000.

[31] J-M. Delhaye. Thermohydraulique des réacteurs nucléaires. EDP Science, 2008.
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